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Введенге. 


Издане настоящей книги имЪеть пфлью представить г.г. препо- 
давателямъ математики и вообще лицамъ, интересующимся этой на- 
укой, рядъ доказательныхь соображевй въ оправдаше той систе- 
мы изложешя основъ, которая развита въ моихъ теорстическихъ 
учебникахъ. Раньше, нфеколько лЪтъ назадъ, это могло казаться 
излишнимъ. ПослЪдовательно успфшное расширене изданй, много- 
численные одобрительные отзывы, постоянныя заимствовашя у 
меня другими авторами, все указывало на развивающуюся оц нку 
моихъ трудовъ. Но, въ послфднее время, отношен!е къ этимъ тру- 
ламъ наличнаго состава Ученаго Комитета Министерства Народ- 
нато ПросвЪъщеня сдЪлалось вполнЪ отрицательнымъ. Учебникамь, 
которые при прежнемъ составЪ того же Комитета были одобрены и 
частью даже рекомендованы, прегражденъ теперь доступъ въ учеб- 
ныя завсденя. То, что раньше признавалось образцовымъ по глу- 
бин мысли и простотЪ изложешя, теперь неожиданно оказалось 
совершенно неудовлетворительнымъ. 

Сложивцияся съ начала моей дфятельности 06060 благопраят- 
_ныя обстоятельства навели меня на мысль выполнить работу, 
которую я всегда считаль и продолжаю считать крайне трудною, 
а при иныхъ обстоятельствахъ и невыполнимою. ДФло заключалось 
въ нормальной философской и педагогической обработкВ основ- 
ныхъ отдфловъ чистой математики, до сихъ поръ еще не полу- 
чившихЪ такой обработки. Объясню сейчаеъ же, почему я счель 
себя въ силахъ и въ правЪ взяться за такую отв$тетвенную задаму. 
Не придаю особаго значен1я тому, все-таки не маловажному, обето- 
ятельству, что мн пришлось въ течеше большей части моей дЪя- 
_ тельности соединять труды преподавателя элементарной науки и 
_ профессора высшей. Также и тому, что л пр!обрЪталъ особо боль- 
шую опытность, преподавая въ разное время въ двухъ мужскихъ 
гимназ!яхъ, одной женской, на разныхъ частныхъ курсахъ, въ Уни- 
верситет$, Техническомъ училищ и Межевомъ институт$. Считаю 
наиболВе основательнымь выставить на видъ, что, немедленно по 
окончани магистерскихъ экзаменовъ, полготовка къ которымъ 
‘была признана моими экзаминаторами очень широкой, я началъ 

Г зат5мъ въ течене десяти лЪтъ безпрерывно продолжалъ препо- 
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даван!е на женскихъ высшихъ куреахъ, гдЪ, по исключительному 
стечению условй, совмфетилъ въ евоемъ лицЪ почти вею корпо- 
рашю университетскихь професеоровъ матемалики. Кромв веЪхъ 
элементарныхъ учешй, я неоднократно излагалъ обширные, именно 
любительсве, курсы по длинному ряду отдвловъ высшей матема- 


тики. Такъ какъ притомъ эти лекщи совмфщались съ лекщями_ 


и уроками въ другихъ учебныхъ учрежденяхъ и моими личными 
занятями, а также самостоятельными работами въ области наибо- 
лфе широкихъ ученй интегрированя уравневшй съ частными произ- 
волными и теори векторовъ пространства, то, можно сказать, я 
ожодневно вращалея доле годы въ еферЪ всей математики отъ 
ея началъ до крайнихъ вершинъ. Множество возникавшихъ при 
этомъ сопоставлен, новыхъ выводовъ и критическихъ замфчаний, 
съ одной стороны укр$зпили для меня извЪетное утверждеше о 
важномъ' общемъ значени изученя математики, но вм$стЪ съ тёмъ 
раскрыли множество недостатковъ современнаго ея преподавания. 


Съ лдавнихъ временъ возникло и многими философами утвер- 
ждалось мнЪнНе, что въ рядЪ наукъ математика занимаетъ одно 
изъ важнЪйшихь мЪестъ. НерЪдко называли ее матерью наукъ, и 
это утверждене им$ло основаше уже въ томъ, что строгое раз- 
вите математики началось раньше созиданя другихъ опред$лен- 
ныхъ отраслей знашя. Но не первенство историческаго развитя 
обусловило для этой науки ея почетное мЪето. Къ этому повело 
преимунтество метода, отчасти наибол$е простого, а вмЪеть особо 
проникновеннаго. Уже древн!е геометры, въ изелЗдуемой ими 
области, показали, что путемъ математическаго отвлеченнаго умо- 
зрЪня можно раскрывать факты и явлешя внфшняго ма. Гео- 
метричесыя теоремы представляли именно первые, опредфленно 
сознанные, натуралистическе факты, открыте которыхъ было вы- 
полнено не путемъ наблюдешя и опыта, & только умозрёшемъ. 


Древне философы считали изучене математики необходимымъ 


основашемъ всякаго научнаго знамя. Изв$стна характерная над-_ 


пись, сдзланная Платономъ на воротахъ его академш: „Никто, не 
знаюпий геометри, сюда да не входить“. „Числа“, говориль Пи- 
вагоръ, „суть начала вещей“. При всемъ томъ, эти мыслители. еще 
не усматривали тЪхъ широкихъ перспективъ, которыя открылись 
впослЬдетыи въ дфль примЪнешя математики къ конкретнымъ 
прикладнымъ наукамъ. Обширность и важность этихъ примненй 
опредБлили значене математическаго умозаключеня, какъ само- 


стоятельнаго орумя изслфдовавя, которое не только конкуриро- 
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вало съ реальными оружями—наблюдешемъь и опытомъ, но не- 
р%фдко оставляло ихъ далеко позади. 

Но значене математики не только опредЪляется ся ролью, какъ 
самостоятельной науки, и ея отношешемъ къ ближайшимъ при- 
кладнымъ наукамъ. Особо важно еще ея педагогическое значене, 
ея роль въ дфлЪ общаго образованмя и развитя ума. Съ этой 


стороны мы также встрчаемся съ фактомъ, если и не едино- 


глаенаго, то массоваго признаня достоинства этой науки. Благо- 


`творное педагогическое влян!е изученя математики признавалось 
-и въ древности, и въ боле новыя времена. 


Каждая наука напрягаеть и развиваетъ извЪфетныя способности 
челов ка. Одностороннее развит!е дЪлаетъ умъ обучающагося мало 
способнымъ къ тзмъ родамъ дЪятельности, въ которыхъ онъ не- 
достаточно упражненъ. Но образовае по энциклопедическому 
идеалу никому недоступно, и потому въ системахъ обученя пре- 
слБдуютея лишь важнфйпия цЪли. Роль математики во всЪхъ этихъ 
системахъ должна быть основной, потому что, помимо ея практи- 


ческой надобности, она развиваетъ умъ въ тЪхъ его качествахъ, 


которые безусловно необходимы всякому мыслящему лицу. 
Изучаюпий математику, при нормальномъ ея преподаваюи, изу- 


чаетъ самые законы мышлешя и притомъ знакомится съ ними не 


отвлеченно, какъ въ логикЪ, по отдаленному руководительству со 
стороны, & практически, субъективно, постоянно прилагая эти 
законы во возхьъ умозрительныхъ построемяхъ этой науки. Мате- 
матика занимается самими идеями въ ихъ наичище кристаллизо- 
ванной формЪ. Математическля истины суть самыя простыя, самыя 
полныя и самыя обпия. 

ВелБдетв!е простоты этихъ истинъ, отношене къ нимъ нашего 
вознашя отличается наибольшей непосредственностью. Строгое 
изолнроване предметовъ суждешя есть важнЪйпий акть мышленя. 
Такое изолироване достигаеть въ математическихь суждевяхъ 


своей высшей степени. Въ то же время оно предетавляетъ нам- 


меньшия затрудненая для сознажя. 
Полнота математическихъ истинъ доставляетъ такое разнообразие 


`выводовъ, какого мы не встрЪчаемъ въ другихъ отдЪлахъ знанй. 


Весь неизм$римый матералъ математики есть совокупность выво- 
довъ, сдВланныхъь изъ очень небольшого числа оеновныхъ поло- 
женй. Но каждый выводъ представляетъ особую, рЪзко очерчен- 


ную форму сознашя. Поэтому математика постоянно упражняеть 
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Общность малематическихь истинъ обусловливаетъь почти пол- 

ное отсутетве исключен. При занятяхъ математикой мы имЗемъ 

дЬло съ абсолютными истинами. Эти занятя пр1учаютъ умъ къ суж- 

деншямъ, абсолютно точнымъ. Въ другихъ наукахъ мы почти не 
встр$Зчаемъ подобнаго же матерала. 


Есть еще одна характерная особенность математики, указаше _ 


на которую заслуживаетъ внимая. Воспраяте математическихъ 
истинъ не зависитъ отъ нашего субъективнаго къ нимъ отноше я. 
Эта полная объективность заключенй имЪеть особое вмяше на 


мъ изучающаго. Математическя занятя убиваютъ ел$пую вру 
у у у р 


въ авторитеты, но вмЪетз съ т6мъ совершенствуютъ пр1емы лич- 
ной критики. Они развиваютъ скентицизмъ особато рода, не пред- 
взятый или внушенный извнЪ, а постоянно дЗятельный, безпристраст- 
ный. Привыкнувъ къ той обетоятельности, съ которой изелЗдуется 


всяюШ мельчайпий вопросъ въ математикЪ, усвоивъ премы самой — 


строгой провЪрки кажлаго, даже маловажнаго заключешя, развитой 
математически умъ скорЪе всего способенъ относиться еъ наиболь- 
шей осмотрительностью и внимамемъ къ каждому новому факту. 


Правильная постановка изученя математики въ школахъ им$- 


ла бы широко развфтвленныя бламя послЪдетня. Она воспиты-. 


вала бы юношество трудоспособное, дов5рчивое къ систем обуче- 
шя, вляше котораго замЪчало бы на собственномъ послЗдователь- 
номъ развити. Посильный молодому уму трудъ, усложняясь лишь 


постепенно, обусловливалъ бы спокойное отношеше къ дЗлу и воз-_ 
растающий интересъ къ нему. Усвоеше пруемовъ точнаго, безстраст-` 
наго мышлешя способствовало бы утверждено вообще зр%лой _ 


критики и сознательнаго общато мросозерцания. 


Все вышесказанное относится, однако, къ дЪйствительной мате- 
матикЪ, какова она сама въ себЪ, какъ наука. Но то же самое 
иметь очень малое отношене кь наличной,—позволю себЪ ска- 
зать,—фальсификащи этой науки, какая преподается въ элемен- 
тарныхъ колахъ, а иногда даже и въ высшихъ. Объ общихъ 
недостаткахъ нашихъ школъ писали много. Но нельзя сказать, 
чтобы обстоятельно разсматривали частный вопросъ постановки 
преподаваня математики. Въ критическихъ статьяхъ по этому 
поводу обсуждались раньше лишь сравнительно мелочныя детали. 
Между тЪмъ, положеше дЪла требуетъ широкато и общаго анализа. 


Изъ отдфловъ элементарной математики только’ геометря пре- 


подается въ школахъ научно м съ достаточнымъ педагогическимъ 
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_ обоснованемъ. Этотъ отдфль уже во времена Эвклида сложилея 
въ форму систематизированной и логически обработанной науки. 
Сверхъ того, именно тому же отдЪлу посчастливилось въ дальн®й- 
шей прогрессировавшей обработкЪ. Да и въ настоящее время 
улучшающая дфло критика сосредоточивается главнымъ образомъ 
на томъ же ученш, вообще болфе легкомъ для разбора его не 
сложнаго матерала. 


»- о 


Въ`иномъ положени находятся три остальные отдЪла элемен- 
|. - товъ, въ особенности ариеметика и алгебра. Эти части математики 
р до сихъ поръ не были достаточно обработаны въ научномъ отно- 
шенш. Понятя и факты, анализируемые здЪсь, наиболЪе отвлечен- 
НЫ, трудны для глубокаго уяснемя и важны по ихъ широкой роли. 
Изучается же такой матералъ по учебникамъ, составленнымъ, 
за рЪлкими исключенями, лицами, мало компетентными въ дЪлЪ. 

Авторы большинства учебниковъ — односторонне спешалисты, 
чаше преподаватели элементарной науки, лишь поверхностно зна- 
: _комые съ высшей, ла и позабывиие послВднюю, иногла же про- 
— _  Фесеора, знатоки по нфкоторымъ, болЪе или менЪе узкимъ, спе- 
| щальностямъ, но не продумавиие професслонально основъ науки 
и не охваливиие достаточно общую философтю ея. Сказанное не 
относится только къ русской литературЪ. Учебники иностранные 
въ той же мЪр$ представляютъ образцы научнаго недомысля и 
педаготической безтактности. Современное математическое образо- 
ванте, въ области упомянутыхъ отд$ловъ, вообще поставлено ложно, 
больше со вредомъ для дла умственнато развит!я учащихся. чЪмъ 
СЪ ПОЛЬЗОЙ длЯ ЭТОГО, 
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Поел6лняя мода обучешя ариеметикЪь и началамъ алгебры не 
допускаетъ сообщеня оученикамъ точныхъ опредЪленй понят! и 
общихъ научныхъ доказательствъ. Это считается недоступнымъ 
пониманшю въ раннемъ возраетз. ВзамЪнъ того даютъ рецеп- 
°— тТурную формулировку разныхь условЙ и правилъ, а самодЪфятель- 
ь. ность учалщихся стремятся развивать на маесЪ частныхъ упраж- 
$ ненш. Но правила, принимаемыя на вру, безъь логическаго ихъ 
| обоснован!я, не могуть быть прочно усвоены и въ примЪнени на 
.  ПрактикЪ должны приводить къ неясностямъ и къ недоразумвнямъ, 
= _  разрьшаемымъ только опросами руководителей. Личное критиче- 
_ ское отношеше къ дфлу учениковъ этимъ способомъ обученя 
— устраняется. Ученики привыкають къ мысли, что разсуждать и 
3% вычислять нужно такъ, какъ показываетъ имъ учитель’ или репе- 
—  Титоръ, & не такъ, какъ того же требовали бы разумъ, логика. 
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Съ другой стороны, методы р$шеня задачъ систёматически не 
разъясняются. Безсистемные, обыкновенно, сборники таковыхь, не 
снабженные поясненями главнато матерала, какъ бы претендуютъ = . 
на то, чтобы ученики сами вырабатывали тф способы ршешя, — 
которые открывались раньше зрЪлыми мыслителями, притомъ въ дли- 
тельной посл довательности. Такая работа недоступна не только С 
среднимъ способностямъ, но и высшимъ. Развите же способностей 
необходимо обусловливается субъективной вфрой въ возможность 
такого развитя,. т.-е. послфдовательнымъ ошутительнымъь успф- = 
хомъ. Принципы дЪфла, а также обпие и спешальные пр1емы нужно 
сообщать извнЪ, & рот, съ яснымъ логическимъ обосновашемъ. 
Для субъективной разработки всегда останется много частнаго 
матерала. При иной систем обученя, дЪйствительная самодЗя- 
тельность учалцихся развивается лишь въ сторону пр!обр$5тевя | 
ключей, контрабандныхь объяснительныхь пособ. ВмЪстё же _ 
съ тзмъ въ умы учениковъ внЪдряетея грустное сознаше, что 
ихъ личныя способности будто бы слабы, недостаточны для выполне- 
шя требований, будто бы нормальныхъ. 

Недостаточная въ учебникахъ, а иногда ради пропедевтики или 
изъ иныхъ соображенй извралщенная обработка логическаго мате- 
рйала науки имфеть дальнфйшя и болЪе важныя послЗдетвя. 
Нужно принять въ расчетъ, что таже учебники распространены _ 
вездь издавна. Многе современные руководители математическато  — 
образованшя сами обучены по тёмъ же системамъ и не отошли у 
оть нихъ далеко. ВелЪдетв!е этого ихъ собственное научное раз- | 
вите мало соотвЪтствуеть истинному. Въ учебную литературу и = 
въ обиходъ преподаваня проникаеть и твердо тамъ устанавли- ^^ 
вается совершенно неточный, частью безграмотный языкъ. Услов- 
ныя сокращеня и упрощеня рфчи постепенно теряютъ признакъ 
условности и становятся уже не сокращешями, а искажевями. 
Пропедевтичесмя упрощеня разсуждешй иногда утрачиваютъ важ- 
нфИйцие элементы логическато обосновавшя. Наконецъ, м%етами — 
обнаруживается несомнфнный хаосъ мышленя. | 

Однимъ изъ крупнЪйшихъ дефектовъ современнагто обученя | 
малематикв я считаю систему условнаго символизма въ алгебр. _ 
Взамфнъ строгаго отграничешя алгебры ‘оть ариеметики, 060 °— — 
сновачнаго указашемь совершенно новыхъ во второмъ отдвлв — 
опред$лешй ‘количества, соотношений и дфйствй, этотъ второй, — 
_въ дВйствительности вполнЪ изолированный, отдЪлъ стремятся. вы- = 
вести изъ ариеметики, путемъ подбора особыхъ условй, прини- ‚ 
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маемыхъ по соглашенйо. Такая система построешя курса развита 
французскими математиками, преимущественно Бертраномъ. Со сто- 


роны этихъ авторовъ выполненную работу можно разсматривать 


какъ нЪкоторый $опг Це !огсе, какъ доказательство логической воз- 
можности, хотя и съ натяжками, подобнаго построевя ученя. 
Въ смысл чисто логическаго упражненя дфло способно представить 
извЪстный интересъ. Но самая система отнюдь не можетъ счи- 
таться нормальной. Подтасовка условй подъ извЪетные факты, 
добытые исторически другимъ путемъ, остается только фальсифи- 
кашей дЪйствительнаго логическато пути. ВначалЪ, въ вопросЪ 
введеня отрицательныхь количествь дфло еще обстоитъ сносно. 
Но съ естественнымъ развитемъ ученя, съ обнаруженемъ новыхъ 
понятий и фактовъ требуется опять безплодное въ сущности и 
мелочное остроуме для подбора дальнфйшихъ, оправдывающихъ 
факты условй. Такъ, по отношеню къ мнимымъ количествамъ 
наличный строй подобнаго учешя уже не выдерживаетъ самой 
простой логической критики. Во всякомъ случа, упомянутая 
система, какъ сказано выше, можетъ претендовать лишь на част- 
ный литературный интересъ. Прим$неше же ея къ общему и 
притомъ начальному преподаваню составляеть крайнЙ абеурдъ. 
Ученикамъ, не ознакомляемымъ съ инымъ, естественнымъ строемъ. 


‚развития учевшя, условныя соглашешя должны представляться не- 


ожиданными, парадоксальными и въ ближайшемъ ихъ примфнени 
мало оправдываемыми. При естественномъ, логическомъ пути мы- 
шлешя, каждая принцишальная идея, сообщенная ученику, подле- 
жить уже ближайшему развито въ умЪ этого самаго ученика, и 
дальнфишее руководительство преподавателя или книги лишь на- 
правляеть и оформливаетъ заработавшую самостоятельно мысль. 
Подтасовка же условй подъ факты созидается самими авторами 


 путемъ обратнаго процесса разсуждешя отъ развитаго къ исход- 


ному. Прямымъ путемъ такой строй мышлевя ни въ чьемь умЪ 
иначе, какъ случайно, развиваться не можетъ. 


Признавъ, давно уже, существующее направлене преподаваня 
математики ложнымъ и прямо вреднымъ, я послЪдовательно 6бо- 
ролея съ этимъ направлешемъ, издавая учебники боле научнаго 
характера. Девизомъ моей литературно-педагогической дфятель- 
ности было убфждеше въ томъ, что точная и вфрная наука до- 
ступна всякому здоровому уму. Сл$довало, по моему, поднимать 
незрЪлый умъ до дЬйствительнаго пониманя научныхъ истинъ, & 


не искажать науку условнымъ пониженемъ ея логическаго уровня. 


{ 


Такое понимане должно создавать лишь привычку КЪ поверхност- 
нымъ, близорукимъ сужденямъ. 

Оглядываясь назадъ, я вижу, что успЪлъ достигнуть многаго. 
Не буду ссылаться на обширное распространеше составленныхъ 


мною съ сотрудникомъ сборниковъ задачъ. Изъ нихъ наиболве. 


распространенный алгебраическй я оцзниваю лишь какъ компро- 
миссъ между наличнымъ преподаваемъ и т$мъ, которое сл$ло- 
вало бы считать правильнымъ. Для моихъ цфлей имфли значене 


устойчивость и хотя медленный прогресеъ теоретическихь сочи- 


ненй. Въ нихъь я лишь въ мелочахъ дЪлалъ уступки современ- 
ности, въ главномъ же смотрЪлъ вдаль. И ‘я замчалъ постоянно, 
что новЪйшия книги другихъ авторовъ не шли въ разр$зъ съ мо- 
ими, а постепенно приближались къ развиваемой мною систем. 


ДЪло шло бы нормальнымъ путемъ, если бы у насъ осуществля-. 


лаеь свободная конкуреншя учебныхъь книгъ подъ единственной 


санкщей близкихъ къ дзлу педагогическихъ совЪтовъ. Казалось бы, 


что для сочиненй, хотя математическихъ, не затрогивающихъ 
никакихъ вопросовъ сощальной или политической жизни, а только 
факты безпристрастной науки, спещальная цензура совершенно 


излишня. Однако она существуетъ, и въ силу ея допустима не _- 


та наука и не тЪ учебные принципы, кайе оправдываются елин-_ 
ственно ихъ содержанемъ, а лишь вое то, что усвоили себЪ два, 


три лица, безконтрольно и самовластно рЪшаюпиая въ этой облаети 
всЪ вопросы. Лишь собственное развит!е этихъ лицъ и ихъ личные 
вкусы направляютъ у насъ все дЪло математическаго образования. 

РЪзко отрицательное отношене къ моимъ книгамъ  Узенаго 
Комитета Мин. Нар. Просв. обнаружилось съ тБхъ поръ, какъ я 


въ 1904-мъ году представиль учебникь алгебры и новый куреъ. 


тригонометрии для соисканя высшей литературно-учебной преми. 
Я имфль смЪлость считать эти сочиненя наибол$е оригинальными 
въ современной элементарно-математичеекой литературЪ и наилучше 
обработанными. Отвфтъ Комитета выразился въ необычайно хлест- 
кой рецензи профессора ЁК., вынулившей меня напечалаль до- 
словный ея разборъ. ЗатЁмъ послфдовала подобная же рецензя 


второй части учебника алгебры. Наконецъ, академикъ С. разо-_ 


бралъ еъ той же манерой первую часть учебника, и указанныя кни- 


ги, & заодно съ ними и руководство ариеметики были устранены 


оть доступа въ учебныя заведешя. Полатаю, что издаваемая 
мною теперь книга освФтитъ все это дЪло надлежащимъ образомъ. 
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Нормальные способы ршен1я арие- 
метическихъ задач. 


Самая широкая классификащя ариеметическихь задачъ разли- 
чаеть т изъ нихъ, которыя считаются собственно „ариеметиче- 
скими“, отъ другихъ, которыя называются задачами „алгебраиче- 
скаго“ характера. Нельзя не замБтить, что этоть выборъ класси- 
фицирующихъ терминовъ совершенно не выдерживаеть логической 
критики. Во-первыхъ, нфть смысла часть матер!ала одной и той 
же науки считать ей соотвЪтетвующей, а другую часть, охваты- 
ваемую, однако, той же наукой, относить куда-то въ сторону. 
Во-вторыхъ, терминъ „алгобраическй“ для незнакомыхъ съ алгеб- 
рой является совершенно непонятнымъ, а для знакомыхъ оказы- 
вается въ наличномъ примфнеши вообще непомфрно- суженнымъ, 
а притомъ и неопредЗленнымъ. 

Упомянутая неудачная классификащя должна на дфлЪ обусло- 
вливаться различенемъ двухь процессовъ мышленя. Разсуждене 
оть даннаго къ искомому слБдуетъ называть синтезомъ или по 
русски „выводомъ“. Разсуждене отъ искомаго къ данному нужно 
назвать анализомъ, по русски „разборомъ“. Тогда всЪ арие- 
метическя задачи будуть различаться опред$ленно, какъь синте- 
тическ/я, иначе выводныя, и аналитичесвя, иначе разборныя. 

Бол$е частная классификалия ариометическихь задачь распре- 
дЪлила мномя изъ нихъ по спещальнымъ „правиламъ“. Устано- 
вились поняття и термины: „простое тройное правило“, сложное 
тройное правило, правило товарищества, смёшен1я одного и дру- 
гого рода, цзиное и друме. Терминъ „тройное“ филологически со- 
отвЪтетвуетъ „троекратному“, хотя никакой троекратности въ при- 
мънени правила нфтъ. Но, и не принимая въ расчеть филоло- 
гическихъ требованй, нельзя называть, какъ это дЪлаютъ, вы. 
числеше по признаку заланя трехъ чиселъ, потому что вычисленя 
съ такимъ же количествомъ задай встрЪЗчаются во многихъ, со- 
воршенно иныхъ, вопросахъ. Не болЪе смысла и въ терминЪ 
‚сложное тройное правило“, потому что кратность повтореня 
према не имЪетъ отношеня къ числу три и количество данныхъ 
оказывается инымъ. Упомянутыя правила нужно, по существу ихъ, 
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называть, первое— правиломъ вычислен1я пропорциональной 
величины, второе—правиломъ вычислен1я сложно- ВВ: 
ц1ональной величины. | 

'Гермины— „правило товарищества, простое и сложное“, нужно 
замнить научными, вполнЪф отчетливыми, терминами—правило. 
пропоритональнаго дЪлен1я и правило сложно-пропор- 
ц!ональнаго дЪлен!я. См5шеня раздфляютъ на емъшеню 1-го 
рода и 2-го рода, оставляя разлище неопредзленнымъ. Чтобы 
установить отчетливость, нужно правило 1-го рода назвать—пра- 
виломъ опредЪзлен1я смЪси, а 2-е правиломъ распред$- 
лен1я смЪеи. ЦЪиное правило названо такъ по признаку, во- 
первыхъ, внфшнему, а во-вторыхъ и мало сходному съ отм$чаемой 
характеристикой. ВзамЪзнъ этого сл$дуеть ввести вполнЪз точ- 
ный терминъ—правило перевода мЪръ. Изъ употребительныхь ' 
названий позволительно сохранить лишь назвамя—правило про- 
центовъ и правило учета векселей. 

Но, скажутъ по поводу этихъ моихъ замЪчанш, сущность арие- 
метики не въ словесныхъ терминахъ, въ ней установленныхъ. 
Были бы только ясно опредЗлены и утверждены самыя поняття, а 
тогда они и при дефектныхъ ихъ терминахъ передадутея правильно 
оть руководителей къ руковолимымъ. Однако, и съ этой стороны, 
современное ариеметическое учеше ‘но выдерживаеть логической 
критики. Прежде всего, самое основное поняме науки, понят о 
числ опредЪляется въ ариеметикВ и слишкомъ узко, и, что еще 
важнЪе, совершенно не въ соотвЪтетви съ главнымь малераломъ 
этой науки. 

Число опредфляютъ въ ариеметикЪ, какъ „результать счета“. 
Это опредЗлеше настолько узаконено, что, когда я въ свойхъ 
„Основажшяхъ ариеметики и алгебры“ отм$тилъь еще другое опре-. 
дфлене числа, какъь результата сравнен1я величинъ, то 
утверждене такой двойственности понятя показалось одному. 
критику небывалымъ новшествомъ и недопустимой дикостью. Г. П., 
занимающий видное мфеото старшаго преподавателя одной изъ 
столичныхъ гимназш, обрушилея на меня статьей въ одномъ изъ 
офищальныхь органовъ, въ которой между прочимъ сказано: [Одно 
изъ двухъ: или поняте о числЪ, образуемое при счет, и по- 
нят!е о числЪ, образуемое при сравненш, суть понятёя различныя, 
или же счеть и сравнеше, поскольку оно играеть роль въ обра- 
зоваши числа, суть дЪйстыя тожлественныя. Но, такъ какъ до- 
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стовфрно, что получаемыя при обоихъ этихъ актахъ поняя тож- 


цественны, то первое предноложеше должно быть отброшено, какль» 
приводящее къ нелБпости, а второе должно быть признано вЪр- 
нымъ]|. Своевременно я отвЪтиль на ‘эту статью многими разь- 
ясненями, указавъ, натр., что опредЪлене числа, какъ результата 
счета, охватываеть лишь цфлыя 'и дробныя числа, не достигая 
уже несоизм$римыхъ, а второе опредБленше — какъ результата 
сравненя величинъ узаконяетъ и тригонометричесвя количества, и 
мнимые комплексы, плоскостные и пространственные, получаемые 
при сравнени разнонаправленныхъ илоскостныхъ или простран- 
ственныхь прямыхъ линШ. Но и не въ такой отдаленной сферЪ 
отм$чается не замЪченное г. П. различе понят о чиелЪ. 


Указанныя два опредЗленя числа, какъ и мномя иныя мате- 
матическля опредфленя, почти сливаются въ основахъ науки, но 
съ развитемъ ея обособляются постепенно мало зам$тными оттЪи- 
ками, однако настолько, что, наконецъ, становятея не’ уподобляс- 
мыми. Общепринятое ‘опредЗлене числа, какъ результата счета, 
пригодно для самыхъ началъ ариеметики, но съ развитмемъ ея 
постепенно теряеть значене и должно быть скоро замЪнено вто- 
рымъ опредлен1емъ. 

Разсмотримъ равенство 2 3=8, опредЪляющее дЪйстве вычни- 
тан!е изъ числа 8 числа 3. Совм щая здесь опредБлеше дЪйетвя 
съ опредЗленемъ числа 3, какъ результата счета трехъ отдль- 
ныхь единицъ, пишемъ равенство въ видВ + 1--1--1==8. Этоть 
видъ показываеть, что мы можемъ получить остатокъ 2, про- 
изволя обратный счегь трехъ единицъ отъ 8-ми. эдЪеь чиело 5 
есть еще результать счета, но уже обратнаго. По свойству перем$- 
стительности сложеня, можно написать данное равенство въ иномъ 
вилф 3-=8. Тогда этимъ равенствомъ или его однозначущей 


формой 8—-1--1--...-1==8 будеть опредЗляться не вычитане, & 


новое дЪйстве—разностное сравнен!е. Искомую разность 
начинающие ученики будуть уже инстинктивно опред$лять не 
прямымъ счетомъ, а пробными сравнешями, увеличивая меньшее 


изъ ланныхъ чиселъь на постепенно возрастаюпие прибавки. Пря- 


мымъ результатомъ счета здЪсь будетъ данное число 8; подобно 
тому, какь въ первомъ случа за такой результатъ принималось 


данное число 3. 


Равенство х.3==15 или однозначущее х--х-х==15 опредфляетъ 


дЪйстые дзлен!е на части, въ которомъ искомое х есть часть 


ке ОИ 

числа 15-ти. Это поняте о части числа развивается: дальше въ по- 
нят1е о долЪ осдиницы и о совокупности долей, т.-е. въ поел$д- 
немъ случаЪ о результат счета долей. На’ такомъ опредфлеви 
дроби строять обыкновенно всю теоршо дробей. Но, извЪетно, что. 
уже по отношению къ цфлымъ многозначнымъ числамъ упомянутое 
первичное значене лФленя, на части, вполнф поглощаетея его’ 
вторымъ значенемъ, дБлешя по содержан!ю, или, лучше сказаль, 
другимъ дЪйстыемъ. Прим$нен!е свойства перемЪетительности умно- 
женя приводить въ нашемъ примр$ къ равенству 3.2==15 или 
9 3-+...-Н3==15, которое опредЗляеть новое дЪйстве—кратное 
сравнен!е, при чемъ искомое 2 есть результаль сравненя чиселъ 
или есть отношен!е чиселъ. Это искомое опредзляется пробными 
умноженями, имфющими цфлью составить множимое или число 
меньшее, ближайшее къ множимому. Мы знаемъ, что, приступая | 
къ выводу правила дЪлешя многозначнаго числа, не говорятъ уже 
о дЪленши на части, а разематриваютъ содержане дЪлителя въ дЪ- 
лимомъ, т.-е. производять кратное сравнен!е. 


О томъ, что веякая дробь выражаетъ собою отношене чиселъ, 
почти не упоминаютъ въ современныхъ курсахъ ариеметики, & т$мъ 
болфе не выясняютъ того, что такое опредфлеше дроби важнЪе 
перваго. Только уже, прод$лавъ съ учениками массу задачъ при недо- 
статочномъ выясненм понят и при вытекающей изъ этого искус- 
ственности прРемовъ р$шеня, указываютъ имъ въ спещальныхъ 
правилахь обпия понятя и способы, строя за то здфеь совер- 
шенно избыточную, совершенно лишнюю теоршо отношенй и про- 
порций. АриеметикЪ нужны лишь понятя объ отношенш и про- 
порщи, но нужны они не въ конц$ ученя, а въ начал$ его. 


Свойства кратныхъ измфненй произведеня и частнаго уже при- 
мфняють опредЪлене прямого и обратнаго отношенш, а вм5етВ съ 
ТЬмъ устанавливаютъ поняте о пропоршюональности прямой и обрал- 
ной. Произведене и каждый изъ производителей измВняются кратно 
въ прямомъ отношенши. Чаетное измЗняется кратно въ прямомъ 
отношени съ дЪлимымЪ и въ обратномъ съ д$лителемъ. Постоянно 
прим$няется здЪеь не иное дЪйстые, какъ кратное сравнеше. 


ПростЪйпий синтетичесяй способъ ариеметики сеть способъ 
приведен!я къ единиц. 35 работниковъ зарабатываютъ въ н®-. 
которое время 140 рублей; узнать (по прямой пропорщональности), | 
сколько рублей заработають въ то же время 50 работниковъ? 


У о 


Или, 15 лошадей можно прокормить запасомъ сЪна 20 днсй: узнать 
(по обратной пропорцюнальности), на сколько дней хвалитъ того 
же запаса на 25 лошадей. И простая, и сложная пропоршональ- 
ность налицо въ самыхъ началахъ ариеметики. 

Простфйпий аналитичесюй способъ ариометики я назвалъь спо- 
собомъ пров ряемаго допущения. НЪкто, уплачивая 133 рубля, 
давалъ одни десятирублевые билеты, а получиль на сдачу столько 
же трехрублевыхъ. Если бы онъ даль и получилъ по одному би- 
лету, то уплатиль бы 10 руб.—3 руб.=7 руб., а такъ какъ упла- 
чено больше въ отношенми 133 руб.: 7 руб.=19, то было выдано 
обоюдно по 19 билетовъ. Или, на фабрик работаютъ 30 мужчинъ 
и 40 женщинъ, поелБдня за половинную плату, а въ м\еянъ ве\№ 
мужчины получаютъ больше вофхъ женщинъ на 140 руб.. Если бы 
каждая женщина получала въ мЪсяць по 1 руб., а, значитъ, муж- 
чина по 2 руб., то мужчины получили бы больше на 2 руб.. 30— 
—40 руб.==20 руб., а такъ какъ они получають больше въ отно- 
шен!и 140 руб.: 20 руб.=7, то, значить, калкдая женщина полу- 
чаетъ въ мфсяцъ 7 руб., а каждый мужчина 14 рублей. ЗдЪеь при- 
мВняются и разностныя, и кратныя сравнения. 

Самыя выраженя словесныя—больше или меньше въ та- 
комъ-то отношен!и кажутся въ элементарныхъ задачахъ не- 
обычными. Полагаю, что я впервые ввелъ ихъ съ самыхъ элемен- 


товъ ариеметики. Нужно было не только оформливать нормальные 


способы рЪшен!я задачь, но и вырабатывать нормальный, научный 


языкъ. Но объ этом мы поговоримъ подробно ниже, а теперь 


вернемся еще къ обычному опредфленю ариеметическаго числа. 
Авторы руководствь по ариеметик$, опредфляя число, какъ 

результать счета или какъ собранме единицъ и долей единицы, 

раздВляютъ числа на отвлеченныя, предметныя и именованныя. 


_ Соглаено даваемымъ ими опредЪленямъ, и пять есть число, и пять 


фунтовъ—число, и пять грушь—чиело. РазумЪется, ученикамъ не 
разрЪ шается дЪлать выводъ, что число можно поднять, или съЪеть, 
или продать. Но хаосъ понятй все же имЪетъ свои послфдетвя. 

ДЪФлая уступку условной неправильности обычной математической 
р$чи, я въ евоихъ „Основаняхъ“ принужденъ быль говорить такъ: 
„Выраженя величинъ посредствомъ чисель, показывающих отноше- 


‚ ще, и единицъ, служащихъ для измЪреня, принято называть имено- 
ванными числами. Напр., говорятъ, что пять верстъ, два часа, 


десять фунтовъ суть именованныя числа. Но именованныя числа 
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не суть тв, которыя разематриваются въ математикз. Въ основЪ 
математики лежитъ поняте о числЪ отвлеченномъ. Это понятю 
объ отвлеченномъ числ получается тогда, когда при сравнени 
величинъ мы отвлекаемся оть представленя о род этихь вели- 
чинъ и разсматриваемъ только ихъ отношен!е“. 


Тоть же вышеупомянутый мой критикъ, преподаватель г. П., 


говорить по этому поводу въ своей статьЪ: [Но, спрашивается, 
кактъ же мы получимъ поняте о числЪ, разсматривая отношене 
величинъ? Почему отношеню данныхъ величинъ даетъ намъ по- 
няте о данномъ числ, а не о какомъ-нибудь иномъ? На какомъ 


основан отношене вЪса, равнаго пуду, къ вЪеу, равному 10. 


фунтамъ, мы называемъ именно числомъ 4, а не числомъ 5 или 
вообще не какимъ-нибуль другимъ числомъ?] 
Какъ видно изъ дальнЪйшихъ разсужденй автора, цЪль предыду- 


щихъ, своеобразно формулированныхъ, вопросовъ-— привести чи-. 


тателя къ заключено, что отвлеченному числу не слВлуетъ при- 
писываль особый способъ происхожденя, т.-е. что это число; какъ 
_и предметное, получается въ результатВ счета. РазумЗется, говоря 
такъ, азторъ забылъ о несоизм$римыхъ числахъ, которыя ника- 
кКиМЪ конечнымъ множествомъ, доступнымъ счету. не мотутъ быть 
выражены. Но, и не доходя до такихъ чиселъ, мыель критика о 
тождеств двухъ понят о числ должна была бы получить 
существенную препону. 

Въ теор дробей можно двояко опредЗлять основное поняте о 
дроби: По одному опредЗленю, дробь есть совокупноеть долей 
или результать счета долей. По другому —дробь ‘есть частное отъ 
дЪлен!я числителя на знаменателя, или она выражаетъ кратное 
отношене перваго изъ этихъ чиселъ къ другому. Тождество двухъ 
указалныхъ представлений о дроби отнюдь не считается очевид- 
нымъ, а подтверждается разсужденемъ, имфющимъ всЪ признаки 
аргументальнаго доказательства. 


Впрочемъ, г. П. договаривается до того, что устраняетъ раз- 


лише между цЪлыми и дробными числами: [Первымъ поелВдетвемъ, 
говоритъ онъ, неправильно признаваемато различя между счетомъ 


и сравнешемъ является установлене неправильнаго различя между. 


числами цЪлыми и дробными. ЛЪйствительно, всякое пЪзлое чиело 
можно представить дробнымъ, напримЪръ: пять фунтовъ равны 
пяти сороковымъ частямъ пуда; три десятка разны тремъ десятымъ 
частямъ сотни]. | ЕЯ 


УР 


— 15 — ` 

Можно, конечно, замЪтить, что выражене „пять фунтовъ“ не 
обозначаетт, числа, а указываеть вЪеъ, т.-е. величину конкретную. 
Въ указании этого вЪса число пять показываетъ единственное и 
вполнЪ опредЗленное отношене даннаго вЪса къ единиц — фунту; 
такое отношене выражается цфлымъ числомъ, именно пятью, и не 
можеть быть выражено никакимъ ' инымъ числомь.. Въ другомъ 
случаЪ величина „пять сороковыхъ пуда“ есть также вЪсъ, и эта 
конкретная величина равна вышеразсмотрВнной. Но число пять 
сороковыхъ указывазтъ на то, что въ нашемъ умозаключени мы 
сравниваемъ ланну® величину съ иной, чЪмъ прежде, единицей — 
пуломъ, мы находимь, поэтому, иное отношеше, и это-то новое 
отношене выражаемъ совсЪмъ инымъ, чЪмъ прежде, числомъ, не 
„пять“, а „пять сороковыхъ“. 

Не знаю, подъ вмянемъ ли моей старой статьи 0 двойствен- 
ности опредФленя числа или, вЪрнЪе, самостоятельно, г. К., с0- 
ставитель самато распространеннаго у насъ руководства ариеме- 


‚ тики, кстати сказать, нерЪлко заимствуюцщий у меня безъ указаная 


приоритета, различилъ также двойственность въ указанномъ по- 
няти. Напечатанный мелкимъ птрифтомъ, подъ загтлавемъ „Двой- 
ное опредлене числа“, $ 100 двадцать четвертаго изданмя его 
книги содержитъь слБдующее теорстическое разъяснене: [Въ на- 
чалф этого учебника число было опредфлено какъ собранте еди- 
ницъ ($ 1).—Теперь числу дано другое опредЪлеше, а именно: 
число ость результатъ изм рен!я. ЗамВтимъ, что первое опре- 
двлене представляеть собою частный случай второго.... Но нельзя 
сказать то же о второмъ опредЪлени: не всяюй результатъ изм$- 
реня есть число въ смысл собраня, потому что часто случается, 
что въ результат измфреня получается не одно число, а со0во- 
купность многихъ чиселъ]. 


Говорится это въ статьЪ о цфлыхъ именованныхъ‘числахъ. Ска- 
занное можно было бы еще понять, если бы объяснялось разлище 
между предметными числами и именованными, что однако, къ об- 
ласти ариеметики не относится, потому что не дфло науки о счи- 
слеши различать, напр., 5 фунтовъ отъ 5 грушъ или 12 верстъ 
оть 12 рублей. Но изь заключительнато разъяснения автора мы 
въ правЪ вывести курьезное указаше, что, когда результать измЪ- 
реня выраженъ однимъ числомъ, напр., 326 дюймовъ, то это чиело 
можно еще разсматривать по первому опредЗленю, какъ собраше 
единицъ, а если то же число дано въ форм 3 сажени 6 футовъ 


АЫ ‘вы 


2 дюйма, то оно уже не будетъ собранемъ единицЪъ, ий товла ока 
жется прим$нимымъ лишь второе опред®лене числа. На томъ же 
основан, число 275 соотв$тетвуеть первому опредЪлентю, а, бу- 
дучи измБрено еотнями, десятками и единицами въ видф 2 сотенъ 
Т десятковъ 5 единицъ, подлежить уже второму опредЪленю. 
Понятно, что.не о такомъ различен!и говорили мы выше. Но того, 
что намъ нужно, нельзя найти въ упомянутой книг%. | 
Впервые въ 20-мь издани руководства, г. К. помфстилъ $ 143, 
озатлавленный „Происхождеше дробныхъ чиселъь оть лфленя а 
лаго числа на равныя части“, что могло бы оказаться началомъ 
полезныхъ разъясненш. Самъ онъ говорить въ предисловии, что 
[этимъ, конечно, достигается боле полное уяснене значеня дроб- 
наго числа]. Однако, для этой важной цфли раземотрЗны лишь 
два примЪра: какъ раздЪлить 5 яблокъ между 8 учениками поровну 


и какъ уменьшить число 28 въ 5 разъ. Да, притомъ, сущность ^ 


вывода отнесена не къ дробнымъ числамъ, какъ, по крайней мёръ, 
слЪлдовало ожидать, а къ цфлымъ, потому что конечный выводъЪ 
параграфа формулированъ такъ: [чтобы уменьшить цфлое число 
въ нфсколько разъ, достаточно взять это число числителемъ дроби, 
а знаменателемъ написать другое число, показывающее, во сколько 
разъ уменьшается иЪлое число]. 
О значени дроби, какъ. отношения, т.-е. о томъ, что составляетъ 
сущность для рьшеня практическихъ задачъ на дроби, не гово- 
рится во всемъ курс дробей. Поняме объ отношенш даже тща- 
тельно устраняется. Напр., объясняя то, что цфлое число 5 можно 


5 с 
представить въ вид дроби т’ авторъ, вообще не стфеняюпийся 


въ нагромождени условШ, говоритъ такъ: [Чтобы придать емыслъ 
такимъ выразкенямъ, условливаются, что раздВлить' единицу на одну 
равную часть, значить оставить единицу безъ измЪненя]. Разу- 


СО | 
мЪетея, было бы проще объяснить равенство 5—: ТЪмъ, что еди- 


ница содержится въ числ 5 ровно 5 разъ. На самое важное дВй- 
стве ариеметики-—-дЪлене по содержанш или кратное сравнеше 
совеЪмъ не разематривается въ модномъ учебник, хотя къ помощи 
его иногда прибЪгаютъ, когда никакя условя не могуть помочь. 


Не затрогивая поняття объ отношени ни въ теор цфлыхъ чи- 


селъ, ни въ теорш дробей, и тЪмъ боле не развивая это поняте 
въ задачахъ на оба отдЪла, авторы учебниковъ ариеметики, однако, 
три раза разематриваютъ. свойства отношеня. Первый разъ это 
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дЪлается въ статьЪ объ измЪнени частнаго. Потомъ, не разсма- 
тривая дробь какъ частное и подавно не подчиняя это частное 
прежнимъ законамъ дфйствЙ, особо толкуютъ о кратномъ изм%- 
нени дроби. Наконецъ, строять подробную теорю отношенй, со- 
вершенно, какъ уже упомянуто, лишнюю, потому что все, что 
излагается въ этой теор, уже было выведено и очень просто: 
вытекаетъ изъ опред$леня дБлешя, т.-е. изъ самыхъ началъ курса. 

Въ моемъ руководств ариеметики я разсматриваю параллельно 
_ оба опред$леная проби, какъ совокупности долей и какъ частнаго. 
Сотласовавъ эти опред$ленйя строгимъ доказательствомъ, я также 
строго, хотя и просто, распространяю на дробныя числа основные 
законы дЪйствй. Важная теор1я кратныхъ изм$ненй дроби вы- 
водится даже лвояко: изъ теоршм измфненй произведеня, по пер- 
вому опредЗленю дроби, и изъ измфнен частнаго, по второму. 
Все учеше объ отношени уже включено въ теор дробей, т.-е. 
туда, гдЪ задачи съ самато начала требуютъ этого, какъ требуютъ 
и двухъ важнфИшихъ способовъ рфшенйя, которые, вел$детве си- 
стематической подготовки къ нимъ, могутъ быть прим$няемы въ слЪ- 
дующей кратчайшей формЪ: 

Способъ пропорц!ональнаго изм$нен1я. Задача 1. Изъ 
куска матери, длиною въ 45 аршинъ и шириною въ о: аршина 
выходить 25 платьевъ. Какой длины долженъ быть кусокъ материи, 


1 : 
шириною въ 1> аршина, чтобы изъ него вышло 10 платьевъ? 


2 
— Второе число платьевъ меньше перваго въ отношени 10:25—5- 
Если бы ширина матери была ‘прежняя, то длина второго куска 


годе 
оказалась бы меньшей въ томъ же отношени = Но вторая ‚ши- 


* 


ы ам К з 
рина меньше первой въ отношен!и мы а при уменьшени 


5.019 
ширины длина ея должна обратно увеличиться въ отношени’ 5- 


ь во з 
Поэтому, длина второго куска будеть 45 арш.. 5 - 5=27 аршинъ. 
Задача 2. Два купца внесли для общей торговли неравные 


капиталы и выручили въ н$которое время 413 рублей прибыли. 


Какъ нужно раздЪлить эту прибыль, если извфетно, что = капита- 


С: © 


7 
ла перваго составляють Столько же, сколько 5 капитала, второго? 


9 


= 


а Ы 
3 у 
— Если 5 капитала перваго составляють 5 капитала второто, то. 


`5 
весь капиталъ перваго составитъ больше въ обратномъ отношении 5» 


935 35 ИВ 
т.-е. составить 3-5 Или 5) Капитала второго. Общ же капиталъ 


: 55 59 
будеть больше въ отношенш 15; или составить 5; капитала вто- 


24 


Ио АЕ 
рого. Если на 5° капитала второго получено прибыли 413 рублей, 


24. 
то на олинъ капиталъ второго получится меньше въ обратномъ 


24 и. 
отношени эт. -е. получится 413 руб.. 559—168 руб.. Первый же 


получить остальную прибыль 413 руб.—168 руб.=245 рублей. 
Способъ произвольнаго выбора единицы. Задача 1. Пу- 


Е } а 4 
тешественникъ долженъ пройти н$которое разстояше. Пройдя ": 


3 > 
его, онъ разечиталъ, что 5 проиденнаго пути меньше всего остав- 


шагося на 6 веретъ. Сколько верстъ ему нужно идти, сколько 
онъ прошелъ и сколько осталось?— Примемъ весь путь за единицу. 


а > =. 4 - $ 
Тогда проиденныи Путь выразится числомЪъ 7? а указанная часть 


4 3 г 
ого ЧиблОМЪ 5 - 555 При той же выбранной единиц$, оставшийся 


8 
===) 4 разность оставшагося пу- 


7 
| ь Сы | 
ти и указанной части пройденнаго числомь =—5==55 Но, при 
данной въ задачЪ единицЪ, которая равна веретЪ, эта разность 


представлена числомъ 6. Поэтому, выбранная нами единица ока- 


путь представится числомъ 1— 


ь СВ 
залась больше первоначально данной въ отношени 6:55 = 10. 


| 
в 
{\ 
он 
ты 


и 
| 
\ 


7%: 
т 3 
й 


, 


Значить, весь.путь равенъ 70 верстамь. Посл этого найцемъ. 


=> е5 4. ‚> р - 3; 
пройденный путь 70 в.. ==40 версть и оставпийся 70 в.—40 в.= _ 


—30 версть. 
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Задача 2. Часть —- оть суммы вЪеовъ трехъ грузовъ мень- 


165 


ше вфса перваго груза на 108 пудовъ. Первый грузъ вдвое мень- 


5 
ше суммы двухъ остальныхъ, а въеъ третьяго составляетъ 6 вз- 


са второго. Сколько вфситъ каждый грузъ?—Примемъ вЪеъ второго 


и 


} к 
\$ 


груза за единицу и выразимъ всЪ упоминаемыя въ задачЪ числа — 


о. о 


я Я 


2 | НАТ 1 86 
по ‘системБ такихъ новыхъ единицъ. Если вфеъ второго груза 


5 
есть единица, то вЪеъ третьяго равенъ дроби д’ Сумма вфсовъ вто- 


011 ры 
рого и третьяго равна 1-2 6=5, въеъ перваго в:2=15? бумма 
11 


Я 
вЪсовъ воЪхъ грузовъ есть Е указанная въ задачЪ 


[2 1 19 19 
“ 3 


19 60 Б 
торой единицей быль пудъ, эта часть выражалась числомъ 108, 


и, наконецъ, указанная разность 


. Но, такъ кажъ по прежней системЪ единицъ, въ ко- 


} НОВ ь 
то принятая нами единица больше пуда въ отношении 108: == 180, 


т.-е. вЪсъ второго груза есть 180 пудовъ, а потому вфеъ перваго 


180 п.. т5==165 пудовъ и вЪеъ третьяго 180 п.. т 150 пудовъ. 


Вышеупомянутый авторъ, г. К., слЪкуя утвержденнымъ у насъ 
программамъ, трактуеть въ концЪ книги теорю отношешй и про- 
порши со множествомъ подробностей. Этотъ отдфлъ ариеметики 
вообще считается до сихъ поръ чуть не важнЪйшимъ. На самомъ 
дЬлВ онъ составляетъь никуда не годный балластъ. НЪтъ ни одной 
ариеметической задачи, для ръшеня которой была бы нужна тео- 
ря пропорций, а не одно только элементарное поняме о пропор- 
щональноети, возникающее естественно съ самыхъ началъ учешя. 


Г. В. опредЗляегь поняте ‘объ отношени такъ: [Отношешемъ 
одного значеня величины къ другому значеню той же величи- 
ны называется отвлеченное число, на которое надо умножить вто- 
рое значене, чтобы получить первое]. ПодразумЪ вается, конечно, 
безконечное разнообразе паръ значенй разсматриваемой величины, 
но формулировкой опредЗлешя къ этому пр!урочено представлеше 


единой въ данномъ раземотр®н!и величины, общей для безконечно 


сложнаго комплекса ея паръ значенй. Въ задачахъь мы вовсе не 
наталкивавися на мысль о томъ, что веЪ упоминаемыя тамъ, натр., 
суммы донегь суть значеня одной величины —капитала, или веЪ 
длины —значеня одной величины протяжешя. Теперь можемъ рас- 
ширить горизонтъ мышлешя, напр., счетомъ величинъ— капитала, 
протяжения, объема, вЪса, времени и т. пол., для опредЪленя тото, 
много ли величинъ въ ариемстикЪ. По другому пункту формули- 
ровки наше внимане сосредоточиваетея на операщи умноженшя. 


Можно призадуматься надъ эффектомъ этого дЪйствя, произволя 
* ох 


ры 


которое, мы получаемъ вмфсто малаго капитала большой, вм5ето 
длиннаго пути сокращенный и т. под.. Но, разумЪетея, нельзя до- 
думаться до того, чтобы указанное умноженше зам$нить дзлешемъ, 
чтобы получене второго значемя замфнить сравнешемъ развно- 
правныхъ обоихъ, т.-е. вообще понять д$ло по его сущеетву. 

Пропорцю авторъ опредЗляетъ, какъ равенство двухъ отноше- 
ый. [Для поясненя даетъ примЪръ 8 пуд.: 4 пуд.==20 арш.: 10 арш.. 8 
ЗатЪмъ, вспомнивъ, взроятно, что скоро придется говорить о про-. | 
изведешяхъ среднихъ и крайнихъ членовъ, и натолкнувшись въ вы- 
бранномъ примБрЪ на единицы-—пудоаршины, для счета каковыхъ 
_ни изученныя предметныя числа, ни обычныя именованныя не год-. 
ны, & подходяпия конкретныя еще въ ариеметику не введены, ав- 
торъ, какъ обыкновенно, обходитъ затруднене полюбовнымъ со- 
глашешемъ съ учениками. [„Будемъ предполагать“, говорить онъ, 
„что вс члены пропорщи отвлеченныя числа“]. Воть, наконецъ, 
то мЪото учешя, гдЪ конкретныя числа помфшали всерьезъ. 
Скоро, однако, переходя къ традищоннымъ правиламъ, г. В. со- 
знаетъ и то, что сами пропорши только мфшають дфлу. Упомя- 
нувъ одну изъ нихъ въ простомъ тройномъ правил и объяснивъ 
сложное тройное приведешемъ къ единиц, что пригодно лишь въ ва- 
мыхъ простыхъ примфрахъ, онъ въ дальнфйшемъ утилизируетъ Ра 
отчасти мои премы ршеня задачъ, не указавъ въ предислови = 
источника заимствованя, впрочемъ, какъ я думаю, единственнаго 
и безепорнаго. 

Нельзя не обращать серьезнаго внимашя на крупные дефекты Е 
подагогическато дЪла. Они имфютъ слишкомъ общее и широкое 1 | 
значеше. Нормальный умъ долженъ всегда мыслить въ соотв$т- 
стыи съ естественными законами фактовъ. Если мысль изучаю- 
щихъ самими руководителями отстраняется отъ нормальнаго пути, 
то получаются тяжелыя слЪдетвня. На мЪето здравой логики ста- 
новится безсознательная мнемоника. Не понимая фактовъ науки, 
ученики принуждены зубрить. Отеюда— нешриязнь къ дзлу, вместо 
интереса къ нему. Отеюда и общее ослаблеше, какъ ума, такъ и 
воли. Полагаю, что важные интересы школы требуютъ того, чтобы 
узаконене обязательныхъ программъ и соотвЪзтетвующихь имъ 
учебниковъ производилось комисоями лицъ, достаточно компетент- 
ныхъ въ дЪлф и лично безпристрастныхъ. На сколько это требоваше 
соотвЪтетвуеть у насъ дЪфйствительности, будеть видно изъ даль- 
нфйшаго моего изложеня. 


И ‚ 
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Руководство ариеметики. 


Въ прежней рецензии Уч. Ком. Мин. Нар. Просв. (Вурналъ Мини- 
стерства, марть 1889 года’) о первомъ издани моего руководства 
ариемстики было, между прочимъ, сказано:.... „книга эта иметь 
много зам$чательныхъ достоинствъ.... если бы изъ нея исключить 
все, не относящееся къ элементарному курсу, то она могла бы 
служить руководствомъ для среднихъ учебныхъ заведении.... изло- 
коню системы счисленя и теор четырехъ ариеметическихъ дЪй- 
стый можно, за немногими исключенгями, ‘признать образцовымъ, 
и по глубин$ мысли, и по простотЪ метода.... за исключенемъ 
тъхь мБеть, гдВ авторъ вдается въ методику и касается проис- 
хожденя понят, изложене доступно, по своей простотЪ и яено- 
сти, даже ученикамъ младшихъ классовъ.... разсматриваемая книга, 
несмотря на нФкоторые недостатки, зазлуживаетъь особаго вни- 
маня учителей математики, и, какъ можно надЪяться, останется 
не безъ вмяня на улучшене обычныхъ методовъ преподаван1я 
этой науки“. 

Въ частной рецензи того же перваго издания книги (Журналь 
Русская Мысль, октябрь 1888 года) было сказано:.... „книга пред- 
ставляетъ собою крупное и довольно своеобразное явлене въ на- 
шей педагогической литературЪ.... Множество опредЪленй, теоремъ 
и правилъ сведены въ стройную систему, которая по справедли- 
вости должна считаться послЪднимъ словомъ науки.... въ отдЪл 
о цзлыхъ числахъ курсъ едва ли имфетъ соперниковъ не только 
ВЪ русской, но и въ иностранной литератур?.... руководство арие- 
метики представляетъ въ высшей степени цфнный вкладъ въ ма- 
тематическую литературу и можеть быть вполн$. рекомендовано 
не только учителямъ, но и ученикамъ старшаго возраста, и вообще 
всЪмъ, интересующимся математикой“, 

Упомянутое руководство такъ и назначалось авторомъ для препо- 
давалелей и учениковъ старшаго возраста. РВелБдотве новизны 
многихъ пр!емовъ теоретическаго разсужденя и способовъ практи- 
ческаго ршеня задачъ, изложене въ первомъ издани было об- 


_ ставлено подробными разъяснешями и отчасти методическими 


указанями. Во второмъ издани весь этотъь дополнительный ма- 
тераль книги быль сполна устраненъ. Изложеню приданъ харак- 
теръ догматическато, вполнз опредзленнаго, обработаннаго учеб“ 


р 


ника. Въ третьемъ и четвертомъ издашяхъ вводились только не- 
значительныя упрощеня. Такимъ образомъ, сущеетвенныя требо- 
вая прежней критики были выполнены, а для новыхъ отзывовъ 
книга до настоящаго года никуда не была представлена. Можно 


было думать, что за ней сохраняются и даже окрзпли—одобреше 
въ качествЪ пособя для старшихъ классовъ среднихъ учебныхъ 


заведенй, мужекихъ и женекихъ, и рекомендалия для учительскихъ 
бибмотекъ. 


ога 


Такъ какъ новыя правила Министерства Народнаго Проевзще- 
шя требуютъ офищальнаго пересмотра учебныхъ книгь при каж- 
домъ новомъ ихъ издан!и, то четвертое издане руководства было 
прелставлено для такого пересмотра съ прошенемъ объ одобрени 
книги для учительскихъ и ученическихъ библютекъ среднихъ учеб- 
ныхЪ заведенй и о допущени ея къ преподаваню на педатоги- 
ческихъь курсахъ, въ учительскихъ институтахъ и семинаряхъ. 
Ученый Комитеть Министерства постановилъ: „раземотр$нное из- 
дане признать не подлежащимъ допущен въ качеств» учебнаго 


руководства для учительскихъ институтовъ и семинарш, равно’ 


какъ непригоднымъ для ученическихь библютекъ среднихъ учеб- 
ныхъЪ заведенй; вопросъ же о допущени изданя на педагогиче- 
сме курсы и въ фундаментальныя библютеки среднихъ учебныхъ 
заведен й оставить безъ особаго разсмотрьня“. Обычнаго въ. по- 
добныхъ случаяхъ обЪъщаня напечатать мотивирующую постановле- 
не рецензию книги на этотъ разъ не дано. Можно сказать, что 


книга уволена по 3-му пункту отъ дЗла служеня отечественному | 


образованю. Съ прогрессомъ офишальной науки взглядъ на мою 


книгу въ корнЪ измЪнился. То, что двалцать четыре года назадъ”. 


признавалось образцовымъ по глубинЪ мысли и. простот$ метода, 
доступнымъ почти для младшихъ учениковъ и 06060 полезнымъ 
для учителей, признается теперь недопустимымъ для какого либо 
ознакомленя тЪхъ и другихь съ подобнымъ вреднымъ ВЪ ДЪлЪ 
просвъщеня матераломъ. | 

И вь самомъ дЪлБ, устарЪвшее, не успЪвъ а мое 
ариеметическое учеше не можеть быть согласовано съ новЗйшими 
на этотъ счетъ авторитетными указанями. Повидимому, наиболВе 


авторитетнымъ изъ новфйшихъ руководителей математическато . 


образовашя въ Росем считается членъ Уч. Ком., профессоръ К., 


бо ааа 


„ПОР,  %. > рун СОАУ 


= 


которому за послфдне годы принадлежить большинство утвер-_ 


жденныхъ высшей властью офищальныхъ рецензй книгь. Миз _ 


ах 30 Са 


уже лавно было предложено исправить н®которыя мои книги по 


‘указанямъ этото ученаго, налиедшато въ представленныхъ кни- 


гахь массу недостатковъ. Къ сожалЪн!ю, разноглаее оказывается 
непримиримымъ, какъ можно судить, во-первыхъ, по сллующимъ 
простёйшимъ примфрамъ изъ области самыхъ основныхъ число- 
выхъ понятий. 

`Касаясь этой области на первыхъ страницахъ. своего курса 
высшато математическаго анализа, профессоръ К. говоритъ, между 
прочимъ: [Вычитане, опредЗляемое въ ариометикЪ, становится 
невозможнымъ, во-первыхъ, когда вычитаемое равно уменьшаемо- 
му...,]. Для пояснешя сказаннаго онъ прибавляетъ затЪмъ: [Случай, 
когда вычитаемое равно уменьшаемому, соотвЪтетвуетъ отсутетвю 
той величины, которую мы должны были опред$лить посредствомъ 
вычитан!я]. : 

На мой взглядъ, въ этихъ двухъ утвержденяхъ содержатся двЪ 
логическихъ ошибки, которыя становятся наглядными при разборъ 
утвержден!й на практическомъ примЪрЪ. Во-первыхъ, если вычи- 
тане при сказанныхъ условяхъ невозможно, то всякое лицо, за- 
бывшее свой кошелекъ дома и имВющее въ карманЪ лишь сумму, 
оплачивающую стоимость профзла въ вагонф трамвая одной стан- 
щи, не въ правЪ сЪеть въ ватонъ, а сВвши— обязано немедленно 
сойти на пЪшеходный путь. Во-вторыхъ, тоть же прим ръ показы- 
ваетъ, что пфль вычитания не заключается въ опредЗлен!и остатка, 
иначе выходило бы, что и кондукторъ трамвая долженъ, по выдачь 
профздного билета, знать о каждомъ пассажирЪ, сколько у такового 
осталось денегъ въ карманЪ. Въ моемъ руководетвЪ ариеметики объ- 


ясняется, что значене вычитаня, какъ и всякаго ариеметическаго 


дВиствя, опредЪлястея активнымъ числомъ этого дЪйствя, т.-е. 
ВвЪ данномъ случа —вычитаемымъ. Вычесть 5 значитъ отбечитать 5 
единиць, а оть чего отсчиталь или къ какому результату Е 
демъ,—это къ значеншю самаго дЪзйствя не относится. 

Въ сентябрьской за 1906-й годъ книжкЪ журнала Мин. Нар. 
Просв., въ письмЪ къ редактору, профессоръ Ё., нападая на меня 
за приверженность мою къ извфстному опредфленю умноженя— 
„умножить—значитъ составить изъ множимаго новое число такъ, 
какъ множитель составленъ изъ единицы“, говоритъ, между про- 
чимъ: [мое возражене направлено противъ словъ „какъ множи- 
тель составленъ изъ единицы“, которыя являются на столько не- 
опредфленными (вн области рашональныхъ чиселъ), что даютъ 


разные результаты, смотря потому, какъ ихъ понималь]. Для. 
разъяененя сказаннаго, профессоръ тговоритъ: [напримЗръ, если 


надо умножить 2 на \/З, глЪ множитель составленъ такъ: единица 
повторена слагаемымъ три раза и изъ результата извлеченъ квад- 
ратный корень, то по указанному опредЪленю нужно будетъ мно- 
жимое 2 повторить три раза слатаемымъ и изъ результата 6 из- 
влечь квадратный корень. Это и дало бы невфрный результать У6 
вмфето правильнаго 2/3 или \12]. | 

По моему мн%®н!ю, въ указанномъ краткомъ разсуждени запе- 
чатлЪны два факта незнакомства съ литературой предмета, и че- 
тыре ошибки. Что касается перваго дефекта разсужденя, то можно 
было знать даже и въ нашей отечественной литератур пр!ори- 
теть подобнаго возраженя противъ опредЪленя, притомъ именно 
въ области раональныхъ чисель. Напр., разсматривая. умножене 


3 3 
2 на =› говорили, что = составлено. изъ единицы по форм 


5 
11-1 
111411 


2-22 6 В би 
отететатро” Тв. 10? вмЪсто истиннаго =. затВмъ, профеесоръ 


едва ли бы надумалъ возражать, если бы зналъ, что разсматри- 
ваемое опред лен!е дано знаменитымъ ученымъ Коши, авторитеть 
котораго, несомнфнно, признается и нашими офищальными кри- 
тиками. 








Первая ошибка профессора К. въ томъ, что онъ, не будучи 
знакомъ съ прецендентами своего разсужденя, отрицаеть примЗни- 
мость д$лаемаго имъ возражен1я въ области ращональныхъ чиселъ, 


гдЪ оно, однако, уже примБнено и притомъ въ совершенно анало- 


гичной форм%.-—Вторая ошибка въ невфрномъ развит!и соботвенной 


мысли возражателя: ВЪль, УЗ только по привычкЪ пишутъ безъ 
показателя, который есть 2 и долженъ быть также составленъ 
изъ единицы. Поэтому, составлене множителя изъ единицы должно 


должно быть не \Уб, а “"У2--22, т.е. У6, что для подрыва 

авторитета Коши еще важнфе. | 
Третья ошибка, какъ самого профессора К., такь и его пред- 

шественниковъ, въ томъ, что они см шали каллиграфичеекую опе- 


ралию выписываня букета единицъ съ математической операщей 


составлешя изъ единицы дробнаго и ирращональнаго числа. Для 


‚› а потому опредЗлене умножешя даетъ результатъ 


О аВАЕ 


ИЕ 3 
составленя дроби = нужно сначала разл$лить единицу на пять ча- 


стей, а зат мъ сложить три такихъ части. Для составлешя \/3 нужно 
представить его совокупностью десятичныхъ лолей единицы въ ви- 
дЪ 1,7325.... При каллиграфическомъ, какъ сказано, выписывани 
букета единицъ, какъ черту дроби, такъ и черту корня пишутъ 
одинаково прямолинейно, не придавая ей никакого объяснения. 
При математическомъ же составлени чиселъ изъ единицы эти двъЪ 
черты различаютъ и, какъ видимъ, очень существенно.—Четвертая 
ошибка въ см$шени понят объ обозначени числа и о самомъ 
числ. Результать раземотрЪннаго по теор возражателя умноже- 


ня вовсе не есть 2/3, какъ нельзя и въ другомъ примфрф назы- 
: 3 : 
вать аналогичное выражене 2.- результатомъ умножения. Это есть 


лишь неявное обозначене произведеня, притомъ даже въ заданной 
формЪ, а не въ окончательной. Истинный результалтъ въ рашо- 


Е 6 
нальномъ примфрЪ обозначается въ видЪ 5, вь иррашональномъ 


онъ представится совокупностью десятичныхъ знаковъ 3,465.... 
Такимъ образомъ, въ этой частности, какъ и въ общей идоЪ воз- 
раженля, авторъ таковаго смЪшиваетъь число съ его условнымъь 
обозначенемъ, а, слЁдовательно, вычислене съ письмомъ, т.-е. 
процессъ умозрительный съ конкретнымъ. 

Понятно; что, при подкладк$ такого образовамя и развитя, 
самовлаетная и безконтрольная критика должна впадать въ ко- 
ренное противорЪ че съ явлешями иного порялка. ЗдВеь не можетъ 
быть никакихъ пунктовъ соглашения. Менфе понятно то, что по- 
добная критика поддерживается солидарно цпФлымъ, казалось бы 
авторитетнымъ, учрежденемъ. Это уже приходится объяснять вмя- 
немъ традищй, престижа власти, но также, въ извЗотной степени, 
и однородностью среды. 

Повидимому, „Ученый Комитетъ ограничитея устранешемъ моего 
руководства ариеметики, какъ я сказаль выше, по 8-му пункту, безъ 
мотивирующихъ объясненй. Во всякомъ случа, ожидая или не 
ожидая рецензш, я самъ разберу кое-что въ этой книгЪ. Позволю 
себф напечаталь теперь статью, которая назначалась къ свЪдЪфнио 
г.г. преподавателей еще въ 1893-мъ году, при второмъ издаши 
руководства ариеметики, но была тогда оставлена въ ящик$ пись- 
меннаго стола. На мой взглядъ, она до сихъ поръ сохранила 
вполнф свою свЪжесть, 


Е 


Введене статьи. 


Обращаю внимане г.г. преподавателей на то, что настоящимъ, 
уже вторымъ, издамемъь моего руководства ариеметики пресл$- 
дустея и, смфю думать, достигается новая, серьезная обработка, 
какъ научнаго строя современнаго ариеметическаго учешя, такъ 
и системы преподаваня этого ученя. Чтобы показать это, хотя 
отчасти, я вынужденъ предпринять въ самомъ сжатомъ видЪ раз- 
боръ современнаго изложешя ариеметики по сравненю съ пред- 
лагаемымъ мною изложенемъ. Считаю трудъ отрицательной харак- 
теристики упомянутаго матерала значительно мене производи- 
тельнымъ, чВмъ тотъ положительный трудъ, который я безпрерывно 
вкладываю въ дЪло обработки всего основного курса математики, 
подготовляя рялъ сочиненй по элементарной и высшей матема- 
тгикб. Поэтому, да простять мнЪ читатели настоящей статьи то, 
что, выступая въ ней съ задачей разбора, по существу сложнато, 
я отнесусь къ нему лишь наскоро, между дБломъ, посвящая на 
выполнен!е его лишь ничтожный срокъ. Итакъ, приступаю къ сжа- 
тому и бЪглому обзору тЪхъ недостатковъ, которые. усматриваю 
въ современныхъ учебникахъ ариеметики, какъ русскихъ, такъ и 
иностранныхъ. Системализирую ‘понятя въ той послВдователь- 
ности, въ которой они развиваются въ моемъ сочиненш, и для 
отчетливой отмЪтки деталей разсужденя, обозначаю эти детали 
краткими заглавными рубриками. 


_ Величина. 


Терминъ „величина“ употробляютъ одновременно для выраженшя 
двухъ различныхь понят. Въ одномъ случаЪ относятъ этотъ тер- 
минъ КЪ самому объекту математическато предетавленя, въ дру- 
гомъ къ отдфльному признаку этого объекта, правда— самому важ- 
ному въ лВлЬ математическаго раземотрзшя, но `составляющему, 
все-таки, частность болфе сложнаго понятя. Такимъ образомъ, 
говорятъ о данной величинЪ, самой по себЪ, и о величин этой 
величины. Считаю необходимымъ отграничить понят объекта отъ 
его частнаго признака, и послЪщн называю разм5ромъ величины. 
НЗкоторые авторы стараются обходить отм ченную двойственность 
установлещемъ термина „значене величины“, но это далеко не 
достигаеть цЪли и ведеть къ затемненю н$Ъкоторыхъ понят. 
Пока, однако, оставимъ подробности. 
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Величину я опредЪфляю, какъ свойство ланнато предмета или 
явленя, характеризуемос особыми, точно выдфляющими это по- 
нят!е, признаками. Разумется, такое первичное понят!е не можетъ 
быть опредЪлено безъ ссылки на неопред$лимую умственную ка- 
тегорио, но, если, даннымъ опредЪленемъ, поняте, все-таки, вы- 
дЪляется, какъ самостоятельное, то это уже можно считать до- 
статочнымъ. (Я товорю такъ: Величиною называется всякос 
свойство предмета или явлен1я, которое обладаетъ слЪ- 
дующими признаками: Разсматриваемое свойство можетъ 
или въ дъйствительности изм няться, или мы въ нашомъ 
воображен!и можемъ представить такое свойство измЗ- 
няющимся. Изм нен1е состоитъ въ томъ, что мы назы- 
ваемъ увеличентемъ, или уменьшен!емъ. Такое изм нен!е 
можеть быть отчетливо уяснено. Существоване предмета 
есть его свойство, но оно неизмЗняемо. Форма предмета есть 
свойство, обладающее измЪняемостью, но это измфнене не со- 
стоить въ увеличени или уменьшенм. Красота предмета можетъ 
быть больше или меньше, но такое различене отчетливому уясне- 
ню не подлежитъ. Эначитъ, сказанное опредЗлене понят!я не ло- 
пускаетъь см$шенйя его съ другими понятЁями. 


Однородныя величины. 


Нельзя опредЗлять олнородныя величины, какъ т, которыя 
одинаковы по ихъ существеннымъ признакамъ. Такое опредЪлеше 
требовало бы, чтобы мы могли вполнЪ точно сравнивать и суще- 
ственные, и второстепенные признаки различныхъ величинъ. Однако, 
на дЪлЬ, мы, хотя и отличаемъ притяжене отъ вЪеа, или капи- 
таль отъ продолжительности времени, но такое различене калте- 
горично, а не. основано на точномъ сопоставлени признаковъ. 
Другими словами, мы совеЪмъ не опред$ляемъ, да и не нуждаемся 
опредЪлять отличительные признаки различныхъ величинъ.—Нельзя 
также характеризовать однородныя величины, какъ такя, изъ 
которыхъ одна составляеть часть другой. Помимо введенмя здЪеь 
лишняго пока понятя о части, опредЗлене непримЗнимо тогда, 
когда сравниваемыя величины совершенно одинаковы, т.-е. когда 
он въ твенфйшемъ смысл слова однородны. Я говорю: Одно- 
родными величинами называются т, которыя или совер- 
шенно одинаковы, или отличаются тЪмъ, что одна больше 
или меньше другой. 


ее 
Разм5ръ. 

По моему, истинная философля основъ математики начала раз- 
виваться съ тЪхъ поръ, какъ была разработана геометрическая 
теор1я комплексовъ или теоря направленныхь прямыхъ, иначе 
векторовъ. Данныя этой теор, какъ нельзя. лучше, разъявняють 
мельчайпия тонкости математическихь понятш. Напр., всяюй по- 
нимаетъ, что модуль или абсолютный разм ръ вектора нельзя см$- 
шивать съ самой величиной —векторомъ, который‘имЗетъ еще иной 
признакъ —направлене, отмЗчаемое на прямой лини знакомъ - 
или —, на плоскости угломъ отклоненя, въ пространств двумя 
углами отклонен1я. Позволю себЪ и въ дальнЪйшемъ ссылаться 
неоднократно на эту важнфишую въ философекомъ отношении 
математическую теор!ю. 

Въ ариеметикф, устанавливая опредЪлеше понятя о размзрз, я 
говорю: Такъ, какъ однородныя величины мы все-таки отличаемъ 
одну отъ другой, то, значитъ, есть въ нихъ признакъ для такого 
различеня. Такой признакъ состоить въ томъ только, что одна 
величина можетъ быть больше или. меньше другой. Это есть 00- 
щи признакъ всЪхъ величинъ. Онъ называется размзромъ. Раз- 
мфромъ величины называется тотъ признакъ ея, по кото- 
рому мы отличаемъ одну величину отъ другой, ей одно- 
родной, но не тождественной съ нею. Напр., объемы двухъ 
предметовъ различаются по размЪру. ЦЗнноети вещей также раз- 
личаются по размзру. 

ИзмЪфрене. 

Терминъ „измЪреше“ всегда опредфляется не точно. При изм$- 
ренйи сравниваются не самыя величины, а только ихьъ размЁры. 
Напр., сравнене двухъ направленныхъь прямыхъ на плоскости или 
въ пространств$ не есть измБреше одной изъ этихъ прямыхъ 
другою. Обыкновенно, понятя объ измврени и о математичеекомъ 
сравнени величинъ см5шиваютъ, какъ однозначатия, тогда какъ 
на самомъ дЪлЪ эти поняття глубоко различны, второе изъ нихъь 
гораздо шире перваго. Понимая измврене, какъ сравнене только 
по разм$ру, я говорю: ИзмЪрен!емъ величины называется 
отчетливое сравнен!е разм ра данной величины съ раз- 
мВромъ другой, которая считается извЪстной. 

Отношенге. | 

Терминъ „отношене“ часто употребляется въ матемаликЪ, при- 
томъ въ различныхъ значеняхъ, что, однако, можно устранить или, 


` 
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по крайней мЪрЪ, сузить. Поняте объ отношени обыкновенно 
смЪшиваютъ съ понятемъ о числЬ, когда говорятъ, что „число 
есть отношене величинъ“. Это не вЪ$рно. Отношенше величинъ 
существуеть объективно, внф насъ, и лишь въ налнемъ сознани 
выражается числами, которыхъ условный, субъективный характеръ 
расширяется съ углубленемъ налиихъ знанй. Напр., въ Декартс- 


вой аналитической геометр!и всЪ факты изелфдуются съ помощью 


двоякаго рода дЪйствительныхъ количествъ, выражающихъ коор- 
динаты точки, и тамъ мнимымъ количествамъ совершенно нЪтъ 
мета. Изм$няя же нашу личную манеру изслВдованя, мы въ теор!и 
векторовъ реализуемъ мнимый комплексъ, какъ опредЗляющий по- 
ложеше точки, въ качеств$ единато количества, и можемъ из- 
слБдовать всЪ тЪ же факты, встрЗчаясь лишь въ видЪ р%дкаго 
исключеня съ дЪйствительными количествами. Приводя другой 
примЪръ, еще боле отчетливый, укажу на то, что отношене 
двухъ векторовъ пространства Гамильтонъ предложилъ выражать 
кватернюномъ. Можно, однако, то же отношене выражать коли- 
чествомъ совершенно иной природы и иныхъ свойствъ, которое я 
называю терн1ономъ. 

ИмЪя въ виду, что поняте о математическомъ отношения `чрез- 
вычайно глубоко и съ развитемъ науки дЪластся все болЪе разно- 
стороннимъ, я въ ариометик$ даю лишь первичное опредБлеше 
этого понятя, относящееся къ сравнению размЗровъ, т.-е. къ из- 
мБреню и говорю: Отношенемъ двухъ величинъ назы- 
вается то, что мы узнаемъ при изм$рен!1и одной величины 
посредствомъ другой. 

| Число. 

Какъ ни странно, но нужно признать, что точнаго опред$леня 
понятия о числЪ элементарная ариеметика ло сихъ поръ не имЗла. 
Въ самомъ дфлЪ нельзя же допустить, что это опред$леше было 
дано, если даже въ серьезныхъ сочинешяхъ числа разд$лялись на 


‘отвлеченныя, предметныя и именованныя, если съ одинаковой авто- 


ритетностью учили въ школахъ, что и пять есть число, и ‘пять 
групь— число, и пять версть— число, не говоря уже о числахъ, 
изучаемыхъ въ высшемъ анализ. Имя въ виду, что въ началахъ 
ариеметики можетъ быть понято лишь первичное значене числа, 
я, однако нахожу возможнымъ формулировать общее опредЪленге, 
годное для реальныхъ чисель во всемъ`объемЪ современнаго мате- 
матическаго учешя: Числомъ мы называемъ то, что выра- 


жаетъ въ нашемъ умЪ уясненное нами отношен!е двухъ 
разсматриваемыхъ величинъ. Такимъ образомъ, чиело 3 вы- 
ражаетъь для насъ, что въ одномъ разм5рЪ. величины размзръ 
другой содержится три раза, дробное число показываеть подоб- 
ное же содержане доли одного размЪра въ другомъ, число несо- 
изм римое — содержане безконечно разнообразныхъ долей. Подъ 
такое опредФлене подходять и алгебраичееюмя дЪйетвительныя 
количества, и мнимые комплексы алгебры плоскости, и кватернюны 
‘съ тернюнами.. 
Раздфлене чиселъ. 

Въ ариеметик$, говоря о числахъ, касаются только цфлыхъ и 
дробныхъ, не упоминая о несоизм$римыхъ, которыя также всецъло 
суть ариеметичеся числа, поскольку въ нихъ разсматриваются 
лить абеолютныя значеня. Считаясь съ обычными у наеъ про- 
граммами, я нахожу нужнымъ, всо-таки, хотя упомянуть о суще- 
ствовани такихъ чиселъ, указывая на возможность полученшя ихъ 
при изм$реши величинъ. | 

Въ очерченномъ до сихь поръ введени въ ариеметику, я, какъ 
видить читатель, исхожу изъ общаго понятя 0 величин%. Это 
не значить, что ту же систему изложеня я рекомендую въ педа- 
гогическомъ отношении. Руководство назначено для преподавателей 
и учениковъ старшаго возраста, т.-е. имЗетъ характеръ повтори- 
тельнаго курса. Задача его не въ пропедевтическомъ раскрыти 
понятш, а въ ихъ концентрали и широкомъ освЪщещи. Въ на- 
чальныхъ учебникахъ слЪдуетъ, конечно, исходить изъ пона\я о 
счет и развивать идею числа постепенно. ЗдЪеь и самую. сущность 
числа, какъ выразителя отношеня, нужно устанавливать исподволь. 

Счетъ. 

Поняте о счет обыкновенно разсматриваютъ, какъ неопредз- 
лимое, категорическое. Однако нЪтъ надобности такъ расширять 
сферу исходныхъ, не разложимыхъ, началь науки. Мы сознаемъ 
отчетливо, что производство счета требустъ отъ челов ческато 
ума двухь способностей — задержая въ памяти составленной 
группы элементовъ и перехода къ новому элементу. Категоричны 
лишь поняття о одиниц и о прибавлени одиницы. На’ этомъ 
основани я формулирую опредЪлеше: Счетъ есть дЪйствте на- 
шего ума, состоящее въ томъ, что при разсматриван!и 
какой либо совокупности предметовъ, мы не отм чаемъ 
въ памяти отдфльные признаки этихъ предметовъ, а пред- 
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ставляемъ мысленно лишь сочетан!е предметовъ въ груп- 
пы и переходъ отъ каждой составившейся группы къ но- 
вому предмету. 

Акстомы ариеметики. 

ОпредЗляя цфлое число, какъ результалуь счета, нужно имЪть 
въ виду, что этимъ опредБлешемъ намфчается первичный, един- 
ственный по форм составъ числа изъ одиницъ, присчитанныхъ 
по одной въ опред$ленномъ порядкЪ. Иное, болЪе широкое пред- 
ставлене о числф, какъ о совокупности единицъ, расположенныхъ 
въ произвольномъ порядкВ и съ произвольными группировками 
ихъ, вытекаетъ уже не изъ опредБлешя, а изъ особой акс1омы: 
Число но изм няется при всякомъ перем$ щен!и и измф- 
нен1и группировки составляющихъ его единицъ. Эта акс!1ома 
охватываетъ все содержане ариеметики, начиная съ ея первыхъ 
основъ до крайнихъ предЪловъ. Однако, ее или совеБмъ не ука- 
зывають, или по меньшей мЪрЪ не фиксируютъ на ней внимане 
учащихся. Такое пренебрежене недопустимо ни въ научномъ, ни 
въ педагогическомъ отношени. Я понимал, что, избЪгая въ эле- 
ментарныхъ руководствахь крайней утонченности разсужденй, 
можно еще не отт$нять 06060 и притомъ въ началЪ куреа& другую 
аксому: Одно число можно всегда зам нять другимъ, ему 
равнымъ. Ее значене приходится и понимать раздЪльно по ча- 
стямъ, какъ, напр., если одно число равно другому, то и другое 
равно первому, если два числа равны порознь третьему, то они 
равны между собою, и т. под., а сверхъ того разносторонность 
этого значемя оцЪфнивается достаточно лишь въ отдалени отъ 
начала курса, въ обычной системЪ такового. Въ своемъ краткомъ 
сочинени „Основаня ариеметики и алгебры“ я выставляю 00Ъ 
аксомы въ самыхъ началахъ и почти параллельно, что залЪмъ и 
утилизирую въ каждомъ подходящемъ случаЪ. Но это свочинеше 
не соотвЪтетвуеть цЪли элементарнаго преподавашя. 

Система счисления. 

Счислене опредЪляютъ, какъ совокупность правиль для 00- 
ставленя названй и обозначенй чиселъ, забывая о самомъ важ- 
номъ признакЪ понят!я, именно, что счислене содержитъь правило 
для самаго составленя чисель посредетвомъ выбираемой для дан- 
ной цли группировки единицъ. ВЪдь, здЪеь и прим$няется впер- 
вые основная акстома ариеметики, о которой, какъ сказано выше, 
часто совефмъ не упоминаютъ. Систему, словеснаго счислешя объ- 


твое 


ясняють разными премами—и кратко, и очень подробно, но сущно- . 


сти правилъ его, все-таки, не формулируютъ, разбивая эти пра- 
вила на смЪшанный рядъ отдзльныхъ указаний. Главныхъ правилъ 
три—лля единицъ, для разрядныхъ чисель и для см5шанныхь 
чиселъ, но, вфдь, самый терминъ—разрядное число нигд% не упо- 
требляется. Между тЗмъ это поняте и, значить, соотв тетвуюцщий 
терминъ необходимы не только при логическомъ анализЪ условй 


счисленя. Правила сложешя и вычиташя чисель также разд$- 


ляются на три, обособленныя т$мъ же раздЗленемъ, частности. 
Теория дЪйствИй. 

Теорйя дЪйствьй часто излагается такъ, что въ изложеши нЪтъ 
и слБда научной посл$довательности. Основная роль опредЗленя 
дЪйствя не выясняется, да обыкновенно и самый терминъ, вы- 
ражаюпий это понят, отсутствуеть въ цзломъ куреЪ. Изъ тео- 
ремъ нЪкоторыя доказываются, друМя, подобной же сложности, 
считаются не требующими доказательствъ. Правила смЪшиваются 
съ опред$ленями, а еще чаще съ теоремами. НерЪдко то, что логи- 
чески сл$дуетъ, излагается раньше того, что логически должно 
предшествовать. Не вдаваясь пока въ подробности, которыя ра- 
зовьемъ ниже, вспомнимъ, что были писатели, совершенно отри- 
цавиие ариеметику, какъ науку. 

Сложенте. 


Опредълене прямого дЪйствя должно состоять въ указани 


_ процесса этого дЪйствя, а не свойства результата, какъ умЗетно 
въ обратномъ дЪйстви. Все построене теори должно быть ведено 
чистымь синтезомь на основ принятаго опредфлешя и пред- 
шествующихъ данныхъ. При сложени простомъ, т.-е. двухъ чиселъ, 
первое число играеть пассивную роль; надъ нимъ производятъ 
дъйстве. Роль второго числа активная; оно характеризуеть дан- 
ный видъ дфистня. Въ своихъ „Основаняхъ“ я говорю: „Опре- 
дЪлен!е сложеня показываеть, что для составлешя суммы прибав- 
ляются къ первому слагтаемому всЪ единицы второго слатаемаго. 


Если къ этому замЗчаню присоединимъ опред$леше числа, по-” 


казывающее, что число есть совокупность сосчитываемыхъ при 
его составлени единицъ, то выйдетъ заключенше, что сумма 
содержитъ въ себЪ столько единицъ, сколько ихъ есть 
въ обоихъ слагаемыхъ“. Логика должна разлатать каждый вы- 
водъ на обусловливаюпие его доводы или аргументы доказатель- 
ства. Коль скоро есть сочетанше нЪеколькихъ аргументовъ, значить, 


т 


к 
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есть уже доказательство, и выводъ называстся теоремой. Упомя- 
нутое заключеше о сумм вытекаетъ изъ сочетая двухъ опре- 
дълеши и потому представляетъ теорему, первую въ теор ело- 
жешя. Вторая тсорема указываетъь свойство перем ститель- 
ности слатаемыхъ. Она основана на предыдущей и на первой 
актом о числБ. Въ руководетв$ ариеметики не слБдуетъ 
начинать такъ рано анализъ доводовъ, но нужно, все-таки, испод- 
воль и вездВ подготовлять къ нему учащихся. ВфрнЪйшее средство 
для этого—точная изолящя суждешй и передача ихъ въ той по- 
слЪдовательности, которая, по крайней мёрЪ, соотвЪтетвуеть стро- 
гому анализу. НесомнЪнно, что ясность доказательнаго разсужде- 
шя обусловливается не большимъ или меньшимъ наборомъ по- 
яснен, а, именно, разложешемъ доказательства на дЪйствительно не- 
обходимые для него доводы. Обычные премы разсуждешй далеко 
не часто согласованы съ такимъ требовашемъ, и послБдовательный 
строй аргументовъ замЪъняють смьшенемъ ихъ въ кучу. 


Простое сложене никогда не отличаютъ отъ сложнаго, т.-е. отъ 
задашя болфе, чЪмъ двухъ, слатаемыхъ. Въ практикВ дфйствя,— 
это, разумЪется, и не иметь значешя. Но слфдуетъ замфтить, 
что съ точки зря нормальной теор дЪйствя больше разлищя 
между сложеномъ двухъ и трехъ слагаемыхъ, чБмъ сложевшемъ 
трехъ и хотя миллона чиселъ. ДЪло въ томъ, что въ сложент 
двухъ чисель проявляется первый изъ важнЪйшихь законовъ ма- 
тематики, законъ перем$стительности, вида 5-7=7--5, & на- 
чиная съ трехъ слатаемыхъ вступаетъ въ силу другой законъ,— 
сочетательности, вида (5-7) 8=5-- (7-Е 8), дальше же, какъ бы 
ни увеличивалось число слагаемыхъ, ничего новаго не появляется. 
Объ упомянутыхъ основныхъ свойствахъ обыкновенно не говорятъ 
отчетливо, & еше чаще ихъ прямо см шивають. Факты такого. 
смфшевшя и отсутствя оцЗнки значеня этихъ законовъ наблю- 
даются и у крупн®йшихъ иностранныхь авторитетовъ. Въ своемъ 
руководств, я, подъ видомъ крайне простого и небезынтереснаго 
для учащихся разбора того, сколькими способами можно произво- 
дить сложешя двухъ, трехъ и четырехь чиселъ, подготовляю къ 
уяененшо основной роли законовъ въ теорш дЪйстый вообще. 


_ Учашиеся пока убЪждаются, что сложеше двухъ чисель произво- 


дится 2-мя способами, трехъ чиселъ 12-ю, четырехь 120-ю и что 
все это разнообразе обусловлено сочеташемъь лишь двухъ напи- 


_ санныхъ выше, въ примфрныхъ числахъ, соотношений. 
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Умноженте. 


Читатель видить, что, если я буду такъ же подробно разбирать 


всЪ детали ариеметическаго ученмя и все отлиЧе моего руковод- 


ства отъ обычныхъ, то придется писать не статью, & едва ли не 
цълый томъ. Поэтому, хотя до ближайшей надобности въ продолжении, 
закончу еще однимъ параграфомъ. Недостатки обычнаго построевя 
теори умноженя мене разновидны, чЪмъ тТЪ, которые указаны 
въ предыдущемъ параграфЪ о сложенш, но вытекаютъ изъ тако- 
го же источника безпорядочнаго смшевшя мелочныхъ выводовъ. 
Укажу замЪтку о моемъ изложенш: Въ теори упомянутаго дЪйствя 
съ 060бой для элементарнаго курса натлядностью начинаетъь вы- 
яеняться значеше трехъ законовъ-—перем$стительности, сочета- 
тельности и распредВлительности, опред$ляющихъь въ сущно- 
сти все обширное содержаве ученшя о реальномъ математическомъ 
числЪ, начиная оТЪ цфлаго ариеметическаго числа до символа 
пространственнаго вектора. Постановка вфрно выбранныхъ глав- 
ныхъ законовъ въ основу математическихъь выводовъ составляетъ 
идею, завфщанную еше издавна, но только теперь приводимую 
въ исполненше немногими шонерами дЪла за границей и отчасти 
у насъ. Илею эту завзщаль Лагранжъ, указавпий на особую важ- 
ность обнаружешя положевшй, которыя своей сущностью характе- 
ризовали бы весь строй учешя о числ. При современномъ этому 


мыслителю состояши науки не было средствъ для раскрытя такой. 


философской тайны. ИзвЪетно, что и далеко позднЪе невЪрно при- 
давали подобный широюй смыеслъ инымъ положенямъ, какъ, напр., 


закону повторительному, состоящему въ сложевши показателей при. 


умножен!и степеней съ одинакими основашями, что, дЪйствительно, 
играеть существенную роль въ исчисленяхъ функшональномъ И 
символическомъ, но отнюдь не въ главной области учешя о чиелЪ. 
Нредпочтительную заслугу обоснованя идеи сл6дуетъ, по моему 


мнфнИо, приписать Уэлю, который напалъ на слЪдъ ея при евоемъ 
оригинальномъ воспроизведени ученшя о кватерн!онахъ. Я лично. 


имЪлъ возможность провзрить то же инымъ путемъ. Пришлось 
убЪдиться въ томъ, что построеше теор проетранственныхъ век- 
торовъ, т.-е. самаго широкаго учешя о числЪ, возможно лишь при 
отрицанш, именно, одного изъ трехъ вышеотмЪченныхъ законовъ, 


что и указываетъ.ихь значеше, регулирующее сущность дзла, и, 


значить, первенствующую роль. 


В ож 


Уже въ самыхъ элементахъ ариеметики видна та необычайная 
стройность математическаго ученя, которая осуществляется тогда, 
когда подъ это учеше подводится дЪйствительно соотв$тетвующий 
ему фундаментъ. Достаточно, для частнаго, но характернаго при- 
мЪра, сравнить помфщенное въ моей книгЪ доказательство общей 
теоремы о видахъ произведешя с0 вефми прежними доказалтель- 
твами извотнфйшихъ авторитетовъ, чтобы вить, какъ руко- 
‘водяпий принципь разсБеваетъ туманъ и избыточное напряжене 
‘мысли, водворяя взамфнъ ихъ крайнюю простоту, отчетливость и 
разноетороннюю общность. Получается возможность одной, вполнЪ 
естественной, теоремой зам$нить почти десятки искусственно нагро- 
можденныхь положен. Если же прибавить къ этому, что въ ука- 
‘занномъ туманз мысли разнородныя свойства перем$етительно- 
‚сти и сочетательности обыкновенно смфшиваются, & на присупий 
дЪлу вопросъ о числЪ видовъ произведенмя не приходится и на- 
‘талкиваться, то нужно будетъ заключить, что нормальное освзще- 
не дЪла дается только теперь. 


Посл5слов!е статьи. 


Въ историческомъ развити математики двумъ основнымъ от- 
ЛЪламъ ея—ариеметикВ и алгебр посчастливилось меньше всего. 
“Эти отдфлы до самаго послЪдняго времени почти не удостоивались 
звнимавшя крупныхъ представителей мысли. Геометр!я стала точной 
наукой еще въ древшя времена. Тригонометрая возникла въ 0б- 
щемъ недавно, но подъ вмяшемъ работы серьезныхъ мыслителей 


‚она скоро вылилась, хотя и въ краткую, но значительно отд$лан- 


‘ную, статью матемалики. Развите ариеметики началось въ глубинЪ 
ВЪковъ, однако научное ея значене потонуло вовофмъ въ широт 
значешя практическаго, и первый отд$лъ математики создалея 
лишь въ формЪ искусства счисленя. Науки ариеметики до послд- 
няго времени не бывало вовсе. Также и алгебра, развиваясь вна- 
чалЪ легко, дала сразу такую массу средетвъ для рьшеня обы- 


‘денныхъ задачъ, что, въ увлечени ближайшими заботами, почти 


всЪ позабыли о важномъ научномъ значении этого прямого ствола 
всей точной науки. Второй отдЪль математики обратился также 
въ одно безпорядочное искусство счисленя. 

Можно указать еще другую причину слабаго донынф развитая 
-ариеметики и алгебры. Первой изъ нихъ помфшала своимъ воз- 
никновеномъ геометрля древнихъ; второй еще больше—анализъ 
Ньютона и Лейбница. Въ древнмя времена научный матералъ 
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ариеметики быль еще слишкомъ узокъь и проетъ, чтобы привле- 
кать къ себЪ внимане дЪятельной мыели, стремящейся, по склон- 
ности человЪчества, все больше и больше въ даль. Въ области 
геометр!и пытливый умъ находилъ для себя и больше разнообразя, 
и больше таинственной глубины. Еще сложнфе были тЪ услоня, 
которыя возникли изъ близкаго по времени зарождешя алгебры и 
анализа, безконечно-малыхъ. Слишкомь простая въ начал и не 
требовавшая тогда глубокой обработки алгебра пассовала вполнЪ 
передъ могучимъ на дЪлБ и величественнымъ въ своей туманности 
анализомъ безконечно-малыхъ. ДЪло развитя ариеметики и алгебры 
было свалено на плечи малосильныхъ. Корифеи науки, за очень 
рфлкими исключен!ями, отвернулись оть этого дЪла совезмъ. | 


Система алгебры академика Е. 


Около двадцати лБтъ назадъ, нашьъ извЪетный ученый, г. Е., 
стяжавиий своими немаловажными спешальными трудами зваше за- 
служеннаго профессора и члена корреспондента Академи Наукъ, 


напечаталъ совершенно непродуманную и въ высшей степени на- | 


ивную статью „О преподаван!и алгебры“. Несмотря на тажя ка- 


чества, ясныя, казалось бы, для компетентныхь лицъ, и на рёзюй 
тонъ автора, обрушившагося съ энергичными обвинешями на весь. 


налть педагогичесюй персоналъ, къ стать отнеслись съ выдаю- 
щимся оптимизмомъ, напечатали ее въ н$еколькихъ педагогиче- 
скихь журналахъ, и нашелся критикъ, известный педатогъ, наз- 
вавпий,—какъ самый фактъ появлен!я статьи ученаго спещалиста, 
такъ и содержан!е ея „отраднфйшимъ явлешемъ“ въ русской педато- 
гической литературЪ. Векор$ затЪмъ, въ особой, большой брошюр 
и, короче, въ журналБ, я, съ своей стороны, предъявилъ автору 
статьи обвинеше въ крайне легкомысленномъ отношении къ двлу 
и непонимани большинства его деталей, представивъ для этого 
массу указаний и предложивъ, кому угодно, ихъ оспорить. Инцидентъ 
быль этимъ исчерпанъ, такъ какъ ни самъ авторъ опровергнутой 
статьи и никто изъ прежнихъь ея ифнителей къ предложенному 
диспуту не обращались. 

Какъ появлене упомянутой статьи, такъ и первая оптимиети- 
ческая опфнка ея въ довольно широкой литератур%, характери- 
зують средний уровень научнаго и педагогическаго развитя при- 


р 


о 


частныхъ, въ то время, къ дЪлу лицъ. Читатель можеть подумать, 


что о такомъ прошломъ, если оно тогда и в$рно была окритиковано 
мною, нЬтъ основан теперь вспоминать. Утверждаю, однако, что, 
за нфкоторыми исключешями, въ числ$, правда, значительно воз- 
росшими, прежнй туманъ понятШ, научныхь и педагогическихъ, 
продолжаеть отстаивалться и въ современной элементарно-мате- 
матической литератур$. Я докажу это вефмъ  содержанемъ 
настоящей книги, но для облегчеюмя трудной задачи прошу у чи- 
тателя внимая къ избранному мною способу и порядку изложешя, 
и сначала, въ интересахъ все же дальнйшато, напомню указанную 


статью объ алгебрЪ, перепечатавь съ несущественной отд$лкой 


небольшую часть прежняго моего разбора этой статьи. 


Посл массы неодобрительныхъ отзывовъ о различныхъ пунктахъ 
широко захваченной науки, лаже не одной общей математики, 


г. Е. приступаетъь соботвенно къ алгебрЪ и, упрекнувъ педаго- 


товъ въ томъ, что они не знаютъ, что такое алгебра, указываетъ 
слВдующее опредЪлеше, называя его точнымъ: [алгебра даетъ пра- 
вила для зам$ны однихъ дЬйствШ рядомъ другихъ дЪйствй надъ 
т$ми ще числами]. ` 


Въ дЪйствительности, такое опредзлеше можеть быть отнесено 
къ нЪкоторой части положен алгебры, но не охватываеть мно- 
жества иныхь положенй, не имбющихь со сказаннымъ опредфле- 
немъ ничего общаго. Напр., никакого преобразоваюя дЪйствй мы 
не усматриваемъ въ утверждешяхъ, что —3>>—5, что ур-е 6х--Зу= 
——11 не иметь ни цЪлыхъ, ни положительныхь рфшенй, что 
1.925 несоизмВримъ, что выражеше а”, при а положительномъ, но 
не равномъ единиц и при 2-65 дЪйствительномъ, измфняетея 
въ границахь оть 0 до со, ит. д., ит. д. 

Посл отм$ченнаго указашя сущности алгебры, авторъ даетъ 
рядъ отрывочныхь опред$ленй и утвержден, на большинство 
которыхъ приходится обратить внимане, какъ то: 

[Выражене, состоящее изъ „чиселъь“ и буквъ, соединенныхъ 
„разными“ знаками, называется алгобраическимъ выражешемъ или 
формулой]. 

ЭдБсь, во-первыхъ, авторъ соелиняетъь въ одинъ комплекоъ числа 


и буквы, т.-е. умственныя абстраки и графичесве знаки. Подоб- 


ное см5шене совершенно неоднородныхъ понят обнаруживается 
у насъ до сихъ поръ сплошь и рядомъ. Зат$мъ, упоминая о раз- 


ныхъ знакахъ и, какъ видно изъ другихъ м$фетъ статьи, подразу- 
м8вая и знаки дЪйствй, и знаки соотношений, авторъ соединяетъ. 
воелино и выраженя, какъ а-Н%, а*, и формулы, какъ а=6, а*>>5. 
'мфшивать таюмя математическля поняття все равно, что отожде-. 
ствлять ВЪ грамматикЪ подлежащее или дополнеше съ цЗлымъ. 
предложешемъ, но и это практикуется у насъь донынЪ почти. 
неуклонно. 

[Каждая“ формула выражаетъ „рядъ“ дъйствШ, произвеленныхъ. 
надъ какими бы то ни было числами, выраженными буквами]. 

Но, стоить взглянуть, напр., на выписанныя мною только что. 
четыре выраженя и формулы, чтобы видЪть, что въ нихъ изть 
никакихь „рядовъ“ дЪйствШ, да и посл$дыя двз формулы не мо- 
гуть быть относимы къ произвольному выбору входящихъ въ нихъ 
чиселъ. Также, напр., выражен!е (—1)? обозначаеть не рядъ дъй- 
стый, а только одно и только надъ отрицательной единицей, или. 


выражеше ес?” обозначаеть, по теор мнимыхъ количествъ, одно” 


дъйстве и надъ чиеломъ, опять не произвольнымъ, а равнымъ. 
основаню натуральныхъ логариемовъ. 

Упомянувъ о дЬйствяхь ариеметическихъ, авторъ ‘заявляетъ: 
[Но въ алгебр есть то же свои дЪйств!я; такъ нфеколько фор- 
мулъ можно складывать, вычитать, умножать и дБлить]. 

По терминолои автора, выраженя а? и 65°, какъ „еостояния 
изъ чисель и буквъ“, должны, велдетв!е присутетня послЗднихъ, 
считаться „алгебраическими формулами“, а потому въ сумм ихъ. 


а?--5° сложеше всегда будетъ’ алгебраическое, хотя, въ случаЪ, 


когла «и 6 дЬйствительныя количества и, значитъ, квадраты ихъ. 
положительны, это будеть сложеше, какъ можно принять здЪеь, 
просто абсолютныхъ, т.-е. ариеметическихь чиселъ. Вотъ, къ чему 
приводить обычно принятое у насъ отличеше ариеметики отъ 
алгебры по признаку производства дЪйствй, въ первомъ случа». 
надъ числами, обозначенными посредствомъ цифръ, а во второмъ. 
надъ обозначенными посредствомъ буквъ. 

Авторъ еще особо подчеркиваеть то же самое, говоря велбдь 
за вышесказаннымъ: [Такя дЪйств!я называются алгебраическими, 
въ отлиЧе отъ ариеметическихъ дЪйствй, которыя совершаются 
надъ числами]. 

Значитъ, противопоставляя здЪсь число не иному чему, какъ, 
именно, буквЪ, онъ указываетъь намъ, напр., что дЪйетве въ вы- 
ражени 3—10 нужно считать ариеметическимъ. Сверхъ того, еще 
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разъ подчеркивается, что только ариеметичесяя, дЪйствя имЪютъ 


‘объектами умственно представляемыя абстракци—чиела, алгебраи-. 


ческя же дЪйствя производятся не иначе, какъ надъ графическими 
знаками— буквами или сочетанями послЪднихъ, какъ между собой, 
такъ и отчасти съ числами. 


Опредзляя нормальную систему изложевя алгебры, г. ЕЮ. даетъ 
занумерованный имъ самимъ рядъ тридцати основныхъь положешй, 


между которыми отд$ляеть 18 собственно положенй, 5 условй и 


Т опредЗленш. Содержалие этихъ положенй и ихъ посл$дователь- 
ность обнаруживаютъ странную логику творца системы, что видно 


изъ слБдующахо: 


[Положеще теувое. Результатъь сложешя нЪоколькихъ чиселъ не 
зависитъ отъ порядка дЪйствй и оть перестановки слагтаемыхъ]. 


эначить, перестановка слатаемыхъ ость нЪчто иное, чЪмъ 
изуБнене порядка дЪйствй, и потому, напр., въ выраженяхъ 
а 5-7 и а|7-+5 порядокъ дфйствый считается одинаковымъ. 
Уже послЪ обнаруживается, что подъ терминомъ порялка дЪйствй 
авторъ подразум$ваетъь группировку слатаемыхъ, при чемъ весь 
объемъ этого понятя, какъ и утверждешя о независимости суммы 
оть изм5неншя такого порядка, выражаеть однимъ тождествомъ 
5-7 3—5--7-3. Также, говоря о перемфетительности слагас- 
мыхъ, онъ указываетъ только формулу а--0—=6--а, хотя подразу- 
мфваеть широкое развите свойства. Остается непонятнымъ, нпо- 
чему сначала указывается болБе отвлеченное и удаленное отъ 
начала свойство сочетательности, & потомъ свойство перемЪети- 
тельности, и почему написанныя частныя тождества признаются 
выражающими обиие объемы соотвфтетвующихъ понятш. Въ концЪ 
объясненй говорится о томъ, что [если нфеколько чиселъ соеди- 


нены знаками сложеня и „вычитания“, то результатъ „зависитъ“ 


отъ того порядка, въ которомъ производятся указанныя дЪйств!я], _ 
и, такимь образомъ, ариеметическя свойства перемЪстительности 
и сочетательности сложеншя нео только не распространяются на 
алгебраическое сложене, но въ началахъ алгебры прямо даже от- 
рицаются. Свое курьезное предыдущее указаше авторъ объясняетъ 
тВмъ, что въ выражени 10—6--3 вычислеше по порядку 10—6--3 
даетъ 7, а вычислене по плану 10—6-23 даетъ 1, при чемъ упу- 
скается изъ виду, что второй планъ вычислевя соотвфтетвуетъ не 
данному выражен, & иному 10—6—5. 


Пе Мое 


[Усломе первое. Если нЪеколько чиселъ сосдинены знаками ело- 


женя и вычитавя, то условимся произвовить дЪйствя въ томъ 
порядкЪ, какъь они написаны, начиная съ лЬвой стороны]. 


Въ отчетливомъ куреБ подобное указане о порядкЪ дЪйствй` 


представляеть естественный выводъ изъ опредфлевй сложешя и 


вычитаня нЪоколькихъь чисель и изъ указанй о способ обозна- 


чешя этихъ дЪйствй. ЭдЪсь же это являотся апр1орнымъ условемъ, 
чЪмъ-то въ родЪ постулата. 

[Положенше. второе. При соблюдеши сказаннаго выше уеловйя, 
результать сложешя и вычитаня нЪеколькихъ чиселъ не изм нится, 
ссли переставимъ числа вмЪетВ со знаками, стоящими передъ ними]. 


Сказанное только что услов!е нам$чало единственный и, значить, 


неизмЗнный порядокъ вычиеслешя, а въ формулировкз новаго по- 
ложешя указываются уже мноМе друг, т.-е., по логикЪ автора, 
выходитъ, что „при соблюдени принятаго условя“, можно его 
не соблюдать. Кром того, здЪеь авторъ говорить о перестановк®. 
„чисель“ вмЪстБ съ ихъ знаками, т.-е. пользуется алгебраической 
идеей объ активныхъ числахъ, отмчающихь прибавлене или от- 
ниман!е, и условемъ объ относени къ обозначешямъ такихъ чиселъ 
знаковъ отмфчаемыхъ ими цВйствШ, не считая, однако, нужнымъ 
объяснять ни эту, важнфИшую для алгебры, илею, ни принятое 
алгебристами основное услов1е. 

[Положеше туретие. Чтобы вычесть послЪдовательно нЪеколько 
‘чиселъ, можно сразу вычесть ихъ сумму]. 

Въ этомъ пунктЪ, четвертомъ по счету, авторъ даетъ теорему 
о вычитани, самое же опредЗлеше вычитатя формулируетъ лишь 
въ 14-мъ пунктз. ЗлЪсь же самъ онъ пользуется скобками, какъ и 
съ перваго пункта пользовался зам$няющей скобки продольной чер- 


той, вообще же, возставая, еще въ началЪ статьи, энергично про-. 


тивъ скобокъ, разрЪ шаетъ всеобщее прим нен!е таковыхъ, лишь начи- 
ная съ 13-го пункта, глЪ говорится объ умножеши суммы на число. 


ПослЪ указанныхъ четырехь ноложенй, относящихся къ сложе- 


ню и вычитанио, слВдуютъ аналогичныя четыре объ умножении и 
дфлени. Они интересны тфмъ, что показывають особую наетойчи- 
вость автора въ повторени совершенно аналогичныхъь прежним 
ошибокъ. | 

[Положеше четвертое. ТРезультать перемножешя н$околькихъ 
чисель не зависить отъ порядка дБИиствй и оть перестановки 
множителей]. 
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Перестановка множителей не считается измфнемемъ порядка 
дъистви, который, значитъ, напр., въ выраженяхъ @.5.Т и а.1.5 
считается одинаковымъ. Подъ порядкомъ, оказывается, нужно ра- 
зум$ть группировку множителей, поняте о которой во всемъ его 
объемЪ выражается формулой аж Же=аЖФХс. Въ этой форму- 


лЪ, скобокъ, какъ и слБдуетъ, не написано, но продольныя черты 


входятъ. Весь объемъ свойства перемЪетительности выраженъ од- 
нимъ равенствомъ аж6—=6`Жа. [Когда нЪеколько чиселъ соединены 
знаками умноженя и „дзлешя“, результать уже „зависить“ отъ 
того порядка, въ которомъ производятся лЪйетв!я]. Для объ- 
яенешя приводится прим$ръ выражешя 24:6Ж2, въ которомъ 
вычислене по порядку 24:62 даеть 8, а вычислене по плану 
24:6.2, соотвЪтетвующему, замтимъ отъ себя, иному выраже- 
ню 24:6:2, даеть 2. | 

[Услове. второе. Если нЪсколько чиселъ соединены знаками умно- 
жешя и дфлешя, то условимея производить дЪйстыя въ томъ 
порядкЪ, въ которомъ они написаны, начиная съ лЪвой стороны]. 
° Снова, взам$нъ вывода изъ опредЪлешй сложнаго умножешя и 
дЪлешя, и указай о способЪ обозначен1я этихъ дЪйств:й, воздви- 
гается самостоятельное апрорное услове, второй постулатъ. Ин- 
тересно, что авторъ, везд$ соединяющий знаками дЪйств! не обозна- 
чешя чисель, а самыя „числа“, въ умноженш“ замЪняетъ знакъ 
точку косымъ крестомъ, какъ бы для бол$е прочнаго скр$плешя 
неоптутимыхъ чувствами отвлеченностей. 

Положене пятое. Результать перемноженя и дЪленя н%Ъеколь- 
кихъ чисель при соблюден указаннаго условя не измЪнится, 


®©сли мы переставимъ числа вмЪстЪ со стоящими передъ ними 


знаками]. - 
По неудачной формулировк$, выходить опять, что, „при соблю- 


‘доши указаннаго условя“, можно сго не соблюдать. Идея объ 


активныхъ числахъ умноженя и дфленя и услов1е объ отнесен 
кь нимъ знаковъ соотвфтетвующихъь дЪйствШ считаются, повиди- 


‘мому, очевидными предпосылками, потому что ничЁмъ не объ- 


яеняются. | 
_ [Положешще: знестое. РазлЗлить послЪдовательно на н%еколько 

чисель все равно, что раздЪлить на ихъ произведеше]. 
Указывается теорема о дзленш, ‘кстати сказать, въ ариеметикЪ 


обычно не доказываемая, & самаго опредЪлешя дЪлешя въ разема- 


триваемой системЪ совсфмъ нЪтъ, что, въ виду даваемаго, хотл 
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значительно дальше, опредЗленя вычитаня, н$5сколько нарушаетъ. 
1 


стройную вообще систему. Въ объяснешяхъ цитируемаго положе- 
ня, авторъ говорить между прочимъ, что [„дЪлеше“ изображается 
въ форм „дроби“], какъ нерЗдко говорятъ у насъ и друге въ. 
аналогичныхь случаяхъ, но, по указавмямъ логики, двлевше есть 
процессъ, а дробь объектъ, и нельзя, конечно, процесеъ „изо- 
бражать“ въ форм объекта. 

Оберегая внимане и трудъ читателя, опускаю подъ рядъ 12 
положенш, разобранныхъ въ прежней стать моей также пооди- 


ночкф, но имфющихъ боле частный характеръ. м: на. 


нБсколькихъ изъ оставшихся. 

[Опредълеше четвертое. Отрицательнымъ многочленомъ назовемт. 
такой многочленъ, въ которомъ, совершая дЪйствя, начиная съ л5- 
вой стороны, мы приходимъ къ’ невозможному вычитаню]. 

Для прим$ра приводится выражене 7—5—8--9, въ которомъ 
вычитане $-ми становится невозможнымъ, но послЪ соглашеня 0 
перестановкЪ чиселъ вмфст$ съ ихъ знаками, ученики не затруд- 


нятся найти окончательный результатъ, равный, какъ оказывается, | 


положительному числу +3. Можно поставить вопросъ, будетъь ли 
отрицательнымъ, или нфть многочленъ, напр., 4—6—6--@, но, по 
сказанному опредБленю, р$шеню этого вопроса недоступно при 
буквенномъ обозначен чиселъ. 

[Опредъленме пятое. Положительнымъь многочленомъ называется 


такой многочленъ, въ которомъ всф дЪйствя, начиная съ львой | 


стороны, возможны]. 

Для прим$ра приводится тотьъ же самый мноточленъ, только 
иначе написанный, 7—5--9—8, и, для вяшинаго вразумлевня, по- 
ясняется, что, при перестановкЪ чисель со знаками, положительный 
многочленъ можеть переходить въ отрицательный. Въ виду такого 


объединеншя идой о положительности и отрицательности, возбужден- 


ный нами только что вопросъ о значени многочлена а—6—с-- & 
оказывается празднымъ, потому что, если бы, по предыдущему 
пункту, этоть многочленъ и оказался отрицнательнымъ, то разби- 
раемый теперь пунктъ, можетъ быть, перевелъ бы его въ положи- 
тельный. | 

[Услове четвертое. Распространимъ вс положення, найденныя 
для положительныхъ многочленовъ, и на отрицательные многочлены]. 

РазумЪется, это и нетрудно въ данномъ случаф, волъдетв!е 


несущественнаго различя между обоими вилами многочаеновъ. | 
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Вообще, премъ построемя науки съ помощью согласительныхъ 
услов!й очень простъ, а потому, вЪроятно, и развился такъ въ на- 
ше новЪйшее время. 

[Услове пятое. Въ выражеши 0—5 условимея отбрасывать нуль 
и писать такъ: —5; это и будетъ простьйшимъ выражешемъ для 
отрицательнато двучлена]. 

Такимъ образомъ, число —-5 ‘оказалось двучленомъ. Мы видимъ 
прим$ры все большаго и большаго объединешя встр5чавшихся 
въ наукЪ различий. 

[Опредълене ‘шестое. Число со знакомъ минусъ впереди назовемъ 
отрицательнымъ]. | 

Числа со знаками передъ ними были введены авторомъ въ самомъ 
начал его системы и тамъ способствовали своими перестановками 
не соблюдать условя, назначеннаго для соблюдешя. ЗатЪмъ, пере- 
становки ТЬхъ же чисель объединили понятя о положительномъ 
и отрицательномъ многочленахъ. Но, лишь поел уподоблевя от- 
рицательныхъ чиселъ двучленамъ, назване за этими числами укр$п- 
лено. Въ сущности, такова практикуемая до сихъ поръ манера 
введеня отрицательныхъ чиселъ, по иде счета, только у нашего 
автора она изложена вполнф искренно, безъ обманнаго маскирова- 
щя, а потому и кажется немного шокирующей. 

[Опребълене седьмое. Въ отлише отъ отрицательныхъ чисель 
положительными числами назовемъ обыкновенныя числа, употре- 
бляемыя въ ариеметикЪ; передъь ними нужно подразумЪвать знакъ 
ПлЮСЪ}]. | 

Такъ и во говорять донынЪ. Только рфдюе упрямцы реко- 
мендуютъ не смВшивать понят о модуль положительнаго числа 
и о самомъ числЪ, а также при обозначен!и модулей не только не 
обязываютъ ставить плюсъ, но, хотя съ логической точки зрфшя, 
считаютъ такую постановку неум$стною. 

[Положеше пятинадиатое. Чтобы сложить положительное число 
съ отрицательнымъ, нужно на самомъ дл ‹ихъ> вычесть и по- 
ставить знакъ „большаго количества“]. 

Возникаетъ вопросъ, что же изъ чего вычесть, —положительное 
ли число изъ отрицательнаго, или отрицательное изъ положитель- 
наго, и какъ произвести это вычитане, когда рЪчь началась още 
только о сложенши количествъ. КромЪ того, въ примёрЪз сложешя 
--5--С—-7Т) большимъ количествомъ считается +5, а, вЪдь, сумма 
не положительна. 


На 


[Положене шестнадиатое. Чтобы сложить отрицательныя числа 
между собой, нужно „ихъ“ на самомъ дДЪлЬ сложить и передъ 
„суммой“ поставить знакъ минусъ]. 

Понятно, что, когда дано сложить отрицательныя чиела, то и 
нужно ихъ складывать, но вопросъ въ томъ, какъ же это ед$лать, 
когда рЪчь идетъ, именно, о правилБ сложеня. Сверхъ того, если, 
зная безъ автора правило сложеня, мы, по совЗту автора, сложимъ 
отрицательныя количества, а потомъ поставимъ передъ суммой 
знакъ минусъ, то выйдетъ двойной минусъ, т.-е. сумма отрица- 
тельныхъ чиселъь окажется положительной. _ | 

[Положеше семнадиатое. Чтобы вычесть отрицательное число, 
нужно прибавить „равное“ ему по величинЪ положительное число]. 

Такъ говорять обыкновенно, а въ разбираемой стать равен- 
ство отрицательныхъ и положительныхъ чисель должно соотвЪт- 
ствовать уполобленю такого же двоякато рода многочленовъ. 
Я ввелъь терминъ „равнопротивоположноеть“ количествъ, 06060 


нужный въ тригонометри, но этоть терминъ и теперь считается. 


лиШнимЪ. 

Слфдуя принятой донынЪ манерЪ развивать алгебру, какъь и 
ариеметику, только изъ идеи счета, г. Е., только по изложени 
своей системы, устанавливаетъь впервые понят!е о величинЪ, но и 
тутъ въ основу кладеть счетъ. Онъ раздЪляетъ всЪ величины на 
обсолютныя и относительныя, называя абсолютными тЪ, [которыя 
могутъ быть отечитываемы въ одну сторону до безконечноести], и 
относительными т%, [которыя мотутъ быть оточитываемы въ двз 
противоположныя стороны до безконечности]; примфромь абеолют- 
ной величины указывается — вЗеъ, примфромъ относительной— 
время. | | 

Изъ этого слБдуетъ, что народонаселеше, хотя бы, всего зем- 
ного шара, какь не допускающее отечеть „до безконечноети“, не 
есть величина абсолютная. Съ другой стороны, синусъ при рамуез 
единицз, хотя и допускаюпий „отечетъ“ въ двухъ противополож- 
ныхъ направленяхъ, но также не до безконечности, не ееть вовсо 
величина, ни абсолютная, ни относительная. 

Далве, авторъ разграничиваеть понятя о нул№ абеолютномъ и 
относительномъ, и говоритъ, что [относительныя величины не им$- 
ютъ абсолютнаго нуля], но что [для отечитывашя такихъ величинъ 
нужно за исходный пунктъ принять величину произвольную]. СлБдо- 
вательно, если даже авторъ удалить отъ безконечности опредЗале- 
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не относительной величины и согласится принять въ число. такихъ 
величинъ тригонометричесый синусъ, то все-таки окажется, что 
означенный синусъ, при всемъ разнообразии процесса его изм$невя, 
никогда не получить значення, равнаго абсолютному нулю. Съ дру- 
гой стороны, если принять въ расчетъ, что поняте „произвольной“ 
величины не ограничено даже требованемъ однородности, то можно 
изъ указаюмй автора вывести заключенше, что „нулемъ“ для счета 
времени можетъ служить любой размЪръ вЪса. 

Статья была закончена двумя заявлениями, изъ которыхъ первов' 
гласило: [Все изложенное зд$сь я. предлагаю принять гг. педаго- 
гамъ въ руководство при первоначальномъ преподавани алгебры]. 
То обстоятельство, что статья эта была принята съ почетомъ, 
перепечатывалаеь въ н$феколькихъ изданмяхъ и была, хотя однимъ 
лицомъ, принята за отраднфйшее явлеше въ педагогической лите- 
ратурЪ, показываетъ, что авторъ не слишкомъ ошибалея въ ожи- 
даши сочувстя той среды, въ которую направлялъ свое руко- 
водство. 

Второе заявлеше гласило: [Лумаю, что мною выяснены мельчай- 
ипя подробности начальной алгебры, и въ умахъ учениковъ не 
останется никакихъ сомнфнШ]. Учениковъ мн$ удалось спасти отъ 
подобной выучки, хотя отчасти, потому что распространенные 
нынЪ учебники все же не развиваютъ исключительно систему г. Е., 
& предетавляютъ, какъ докажу ниже, нЪчто среднее ‘между систе- 
мой его и моей. 


Учебник алгебры. 


Мой учебникъь алгебры, въ первомъ его издаши, постановле- 


емъ Учебнаго Комитета Мин. Нар. Просв., ве быль допущенъ 


въ учебныя заведеншя, т.-е., говоря короче, былъ затрещенъ. Во 
второмъ изданш, не измфненномъ по существу, но обработанномъ, 
онъ быль тёмъ же Комитетомъ, въ составЪ отчасти другихъ лицъ, 
одобренъ, какъ руководство для гимнази. Въ 4-мъ издаши, вто- 
рая часть учебника, нисколько не изм$ненная, но въ самомъ 
концЪ книги немного дополненная, оказалась, вслЪдотв!е общей 
о ней рецензи профессора Ё., снова затрещенной. Въ наличномъ 
до сихь поръ 8-мъ издани, въ силу дополнительной рецензии. 
академика С., запрещена также и первая часть. 


р 


Интересно то, что ровно за годъ до состоявшагося недавно 
окончательнаго устранен!я моего учебника, составитель палтенто- 
ваннато раньше и наиболВе ходкаго руководства по алгебр, 
г. предподаватель В., въ 23-мъ издан!и этой книги отрекся отъ своей 
прежней системы и переработалъь заново весь главный матералъ 
въ духЪ моихъ воззрЬнШ, насколько они оказались имъ поня- 
тыми. На этотъ разъ заимствоване осуществлено уже не въ част- 
ныхь деталяхъ, а въ масс малер!ала. Я разберу свой учебникъ 
параллельно съ 7-мь и съ послЗднимъ издамями руководства 
г. К.. Попутно буду сравнивать эту книгу съ соотвзтетвующими 
другихъ авторовъ. | 
Введене буквъ. 


Въ ариеметик$, ‘сще въ недавнее время, введеше буквеннаго. 
обозначеня чиселъ было подчинено строгому ограниченю. Обык-. 


новенно допускалось это лишь въ пропорщяхъ для обозначеня 
неизвфстнато члена. Въ задачахъ, хотя „алгебраическаго“ харак- 
тера, но не достигавшихь вершинъ ариеметики—пропорщй, ет$- 
снялись вводить даже одну букву 2. Ес замБняли иногда вопро- 
сительнымъ знакомъ. Въ строгомъ смыслЪ слова, ариеметика счи- 
талась наукой о числахъ—только опред$ленныхъ, обозначаемыхъ 
посредствомъ цифръ. Коль скоро вводились буквы, начиналась 
уже алгебра. Лишь въ меньшинствЪ учебниковъ распространялось 
нЪфсколько шире употреблене буквъ, напр., въ формулировкВ 
теоремъ о дЪлимости чиселъ и въ составлени общихъ формуль, 


разръшающихь задачи на „правила“. Авторы этихъ учебниковъ. 


оправдывали свое новаторство стремлешемъ подготовить учени- 
ковъ исподволь къ алгебрф. 

Я лично считаю прежнй ригоризмъ стиля обозначений  вполн® 
основательнымъ. На сколько я внимательно проемотрЪлъ теперь 
мое руководство ариеметики, въ немъ, кажется, также входять 
лить буквы 2 и 9, въ правилахъ тройномъ и цфпномъ. Но оено- 
ване моего ригоризма не во взглядЪ на ариеметику, какъ на 
науку объ опредЗленныхъ числахъ. Я также не думаю, что алгебра 
начинается съ момента обозначеня чиселъ буквами. Не устанавли- 
вая пока того критеря, которымъ отличаю ариеметику оть алге- 
бры, скажу просто, что въ начальномъ учебник ариеметики н®тъ, 
въ сущности, никакой надобности вводить гдЪ либо буквы, какъ 
символы чиселъ, хотя кое-гдЪ это и оказалось бы удобнымъ. 
Общность доказательства теоремъ требуеть общности ' доводовъ 


о 


ое 


этихЪъ доказательствъ, а не отвлеченя въ обозначемяхъ. У насъ, 
наоборотъ, нерфдко говорять объ общихъ числахъ, а доводы 


_ разсуждеюня выставляютъ таке, каже относятся лишь къ числамъь 


отдфльнаго типа. Что касается рЪшеня задачъ, то главные для 
этого синтетичесюме способы—приведеня къ единиц®. и пропоршо- 
нальнаго изм$неня— настолько просто и однообразно примЪня- 
ются ко всевозможнымъ. числамъ, что составлеше общихъ фор- 
мулъ, въ подобныхъ случаяхъ, не только излишне, но и вредно, 
такъ какъ этимъ премомъ простое, но всегда критическое, сообра- 
жене р» шалощато задачу замфняется ссылкой на не всегла надеж- 
ную память. Способы аналитичесве, какъ— пров$ряемато допу- 
шевшя и произвольнаго выбора сдиницы,—использываютъ соб- 
ственно анализъ лишь въ его зародышевомъ состояни. въ формз, 
можно сказать, одного только шата отъ неизвЪетнаго, посл чего 
въ дВло вступаетъ опять господствующ въ ариеметик$ синтезъ. 
Поэтому, обозначать неизвестное буквой значило бы напрасно 
удерживать это неизвЪстное все время въ памяти, въ течене вы- 
числешя, отнесеннаго уже первымъ шагомъ анализа къ числамъ 
извЪстнымъ. 


Г. К., подобно большинству другихъ авторовъ, выясняль раньше 
пользу ввоедешя буквъ одной задачей на простое тройное правило, 
для которой составлялъ общее выражен неизвЪстнаго. Задача 
рЬшалась способомъ приведешя къ единицЪ, т.-е. подразум$ валось 
самое простое задане чиселъ и самое доступное соображеше рЪ- 
шающаго. Это, именно, тотъ случай, когда ученикамъ составлене 
обшато выражения неизвЪстнаго и надобность его запоминать по- 
кажутся наименфе полезными. Идея, якобы, упрощевя преобра- 
зуется для самихъ учениковъ въ лишний факть несомнфннаго за- 
труднен!я. Въ новомъ издани упомянута еще формула перемЪсти- 
‘тельности умножешя. Но въ ариеметикЪ того же автора формула 
эта не отмВчена, какъ одна изъ важнфИшихъь по ея теоретиче- 
©скому значеню. Съ практической же стороны, ученики настолько 
евыкаются съ возможностью перестановки двухъ множителей, что 
общее выражен е этого свойства сдва ли привлечетъ ихъ вниман!е. 
Въ итогЪ, польза употребленя буквъ, разъясняемая такими примз- 
рами, не только не будетъ понята, но скорфе будетъ отвергнута. 

Въ моемъ учебникЪ, въ первомъ пунктЪ введеня буквъ, я пишу 
нЪсколько примфровъ четныхь чисель и указываю ихъ общее 
выражеше 2а, потомъ пишу н$еколько чиселъ, дВлящихся на три 


— 48 — | | 


съ остаткомъ 2 и составляю выраженше За--2. Этимъ поясняю, 
что введене буквъ способствуеть обобщеню отдЗльныхь чиело- 


выхь понят. —ЗалЪмъ, отмёчаю формулы а--6=6-Ра и (а--5). = 


—а.с-+6.с, которыхъ широкое значене было еще въ ариеметик%. 
раскрыто. Это наводитъ учалцихся на мыель, что при посредетв®. 
буквъ наглядно выражаются важныя свойства чисель и дЪйетвш 
съ ними.—ДалЪе, на доказательетвЪ основного свойства разноест- 


ной пропорщи, я касаюсь понямя о преобразоваюи равенства» 


прибавленемъ поровну къ обЪимъ частямъ, а вмзетв съ тёмъ 
даю прим$ръ упрощеня доказательства съ внфшней его стороны. 
Въ этомъ же пунктЪ отыскиваю число, которое, посл переста- 
новки его цпифръ и вычитавшя изъ даннаго числа новаго обращен- 
наго, даеть въ разности 9, что привожу къ равенству 10% у— 
—(10%-2)=9, или, посл упрощеня первой части и преобразо- 
вашя дЪлешемъ, х—9у=—=1, ршешемъ котораго, въ цзлыхъ одно- 
значныхь числахъ, поясняю возможность ‘изсл5доваюшя чиселъ.— 
ЗатБмъ, рЬшаю синтетическя задачи на простое тройное правило 
и на совмЪетное дЪйствые двухъ рабочихъ силь, что приводитъ. 
къ составленю общихъ формулъ для этихъ задачъ.— Наконецъ, 
р$ёшая известные типы аналитическихь задачъ о запуманномъ 
числё, соотвзтетвующемъ ряду условй (4%--20): 15==8, и о по- 
купкЪ два раза разныхъ количествь товара двухъ сортовъ, что 
соотвЪтетвуетъь равенствамъ затрать 3х--4у—47 и 5х--6у==75, 
я показываю особую наглядность р%»шеня этихъь задачь по. 
алгобраическому прему преобразовашя равенствъ. Такъ по- 
дробно вопросъ о пользЪ введешя буквъ нигдЪ не разематривается. 
Но думаю, что эти подробности окажутся для начинающих изу- 
чен!е алгебры и интересными, и убЪдительными. 
Введене отрицательныхъ чиселъ. 

Въ прежнихь двадцати двухъ издашяхъ универсально паленто- 
ваннаго руководства алгебры, авторъ его г. В. еъ неизм$нной 
точностью и съ подавляющимъ усп$хомъ въ офищальной и пе- 
дагогической сред устанавливалъь взглядъ на отрицательныя 
числа, близко сходный сь разобраннымъ, мною выше взглядомъ. 
академика Е.. Какъ и въ той системВ алгебры, подготовка учени- 
ковъ къ усвоен!ю труднаго поняття начиналась разборомъ теори 
многочлена. Ради педагогическаго такта, усвоеншо подлежало сна-* 
чала не самое это поняме, а тотъ терминъ, который впослздетвш 
ему предназначалея. Для этого члены многочлена, данные сначала» 


и 
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_въ формЪ буквенныхъ выражен, раздЪлялись, по знакамъ сло- 


жешя и вычитаня, на положительные и отрицательные. Не для 
всякихъ выражений, а спощально лишь для многочленовъ, уста- 
навливалось поняте о численной величинф, получаемой послЪ за- 
мВны буквъ числами и производства всЪхъ указанныхъ въ чло- 
нахъ дЬйствй. Когда многочленъ уже превращалея въ послфло- 
вательность извфстныхъ чиселъ, разд$лясмыхъ знаками сложешя 
и вычитания, авторъ устанавливаль и провфрялъ непосредетвен- 
нымъ вычисленемъ постулатъ о независимости численной величи- 
ны многочлена отъ порядка его членовъ, если только посл дню 
переставляются вмфетЪ съ ихъ знаками. Знакомство съ этимъ по- 
стулатомъ естественно приводило къ тому, что, прежде воспрятя 
положительныхъ и отрицательныхъь чисель умомъ, ученики ужо 


вид$ли т5 и друйя числа мелькающими часто передъ глазами, и 


потому довольно хорошо знакомились съ ними. Еще болфе способ- 


‚ ствовало этому правило: [чтобы найти численную величину мно- 


гочлена, складываютъ всБ положительные ‘члены между собою и 
всЪ отрицательные между собою и изъ первой суммы вычитаютъ 
вторую]. Упоминаемая въ этомъ правил сумма отрицательныхъ 
членовъ, конечно, всегда должна была оказываться, какъ и самые 
члены, отрицательной, и, такимъь образомъ, ученики, еще не до- 
воденные ло самостоятельнаго понятя объ отрицательномъ числЪ, 
складывали, однако, и положительныя, и отрицательныя числа и 


` даже потомъ вычитали отрицательную сумму изъ положительной, 


производя, впрочемъ, послЪднее дйстве по упрощенному способу, 
безъ обращеня вниманя на знакъ вычитаемаго. При веемъ томъ, 
надобность введеня отрицательныхъ чиселъ еще не было выяснена, 
и нужны были дополнительные шаги. Академикъ Е., заботясь 
меньше о подагоги, ч$мъ о наукЪ, просто разд$лялъ многочлены 
на положительные и отрицательные, по признаку доступнаго арие-. 
метикЪ или недоступнаго вычитаня членовъ, и указывалъ при 
этомъ, что перестановка членовъ можетъ превращать отрицатель- 
ный многочленъ въ положительный и наоборотъ. Преподавалель К. 


выясниль болЗе понятную для учениковъ сторону дла, раз- 


дЪъливъ многочлены по тому же, только что упомянутому, признаку, 


_ на возможные и невозможные, какъ, для прим$ра послБдняго, 


8—12—2--32, получивиийея изъ возможнаго черезъ перестановку 

крайнихъ членовъ. Вляне подобной перестановки оказывалось 

здВсь уже боле рфзкимъ, такъ какъ она превращала возможный 
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объекть въ невозможный и достигала также обратнаго эффекта. _ 


Но оставались еще многочлены, абсолютно. невозможные, какъ 
2—1- 3—8. Вотъ, для асвимилироваюмя такихъ недоступныхъ 
многочленовъ и были вводимы подлинныя отрицательныя числа. 


Но и это дЪлалось еще не скоро, такъ какъ раньше съ тфмъ же. 


ариеметическимъ взглядомъ на числа и дЪйствя съ ними разсматри- 
валось приведеше подобныхъ членовъ, ‚алгобраическя“ сложеве 
и вычитане одночленовъ и многочленовъ и заключеше въ скобки. 
Только, когда въ скобки приходилось заключать „невозможную 


часть“ многочлена, оказывалось полезнымъ установить слБлуюпая 
услов!я: [1) Разность между одинаковыми числами принимается | 


равной нулю. Такъ Т—7==0. 2) Разность между меньшимъ чис- 
ломъ и большимъ принимается равной избытку большато чиела 
налъ меньшимъ, взятому со знакомъ минусъ. Такъ 7—10=— 3]. 


Думаю, что, если бы спросить любого ребенка, ум$ющато ечи- 
тать до трехъ, „сколько у него останется отъ трехъ конфектъ, 
если онъ всЪ$ ихъ съфетъ“, то ребенокъ отвЪтить „ничего“ и 
УбЪжденно не допуститъ иного заключенная, а, вЪдь, услове пред- 
полагаеть возможность хотя двухъ различныхъ заключенй. Думаю 
также, что всяюЙ ученикъ, даже и вызубривъ упомянутые пункты 
науки, останется при личномъ убЪ$ждени, что вычитать изъ мень- 
шаго числа большее такъ же невозможно по полюбовному сотла- 
шено, какъ безъ этого соглашеня. 

Въ своемъ учебник, я, пояснивъ на одной отраниц$ прим$- 
рами относительно прибыли и убытка, или повышешя и пониженя 
температуры, что числа нерЗдко приходится разематривать, какъ 
прибавляемыя или отнимаемыя, указываю единственный принципъ 
введешя поняття о направленномъ числ или, по терминологии 
Коши, алгебраическомъ количествЪ: „Въ алгебрЪ принято услов!ю 
‚разсматривать числа прибавляемыя и отнимаемыя самостоятельно, 
независимо отъ тВхъ чиселъ, къ которымъ разсматриваемыя числа, 
прибавляются, или отъ которыхъ они отнимаются.... Прибавляемыя 
числа называются иначе положительными, отнимаемыя—отрица- 
тельными.... Разсматривая какую-нибудь сумму, напр., 7-25, отно- 
сятъ условно знакъ дЪйствья -- ко второму числу и полагаютьъ, 
что выражене 7--5 обозначаетъ соединеше числа 7 съ положи- 
тельнымъ количествомъ --5.... Разсматривая какую-нибудь разность, 
напр., 7—5, относятъ условно знакъ дЪйствя—ко второму числу 


и принимаютъ, что выражене 7—5 обозначаетъ соединене числа | 
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Т съ отрицательнымъ количествомъ —5.... При производств вы- 


числен! съ ариеметическими числами, можно уподоблять числа 
положительнымъ количествамъ, и потому, если число написано 
безъ знака, то можно передъ нимъ подразумЪ вать знакъ +. Та- 
кимъ образомъ, 7--5 или {-7--5 есть соединеше двухь положи- 
тельныхь количествъ, а 7—5 или --7—5 соединеше положитель- 
наго чоличества съ отрицательнымъ.... Введене въ науку само- 
стоятельнато понятя о количествЪ расширяетъь числовыя поняття 


‘и упрощаетъ способы вычисленя. Такъ: 1) Ариеметичесюя дЪИ- 


ствыя сложене и вычитане соединяются въ одно дЪйстве-— соеди- 
нене количествъ. 2) На разность 5—7 можно смотр$ть, какъ на 
соединене, напр., 5 рублей прибыли съ 7 рублями убытка или 
повышеня температуры на 5 градусовъ съ понижешемъ ея же 
на Т градусовъ, и потому эта разность есть —2. 3) Форму- 
лы, содержапия обозначеня разности, какъ, напр., а-(—6с) = 


_==(а--)—с, въ ариеметикЪ разематриваются подъ ограниченями, 


какъ 6>>с, а въ алгебрЪ становятся совершенно общими. 4) ТЗ же 


‘формулы, съ точки зря ариеметики, не могуть считаться оче- 


вилными и требуютъ доказательствъ, & въ алгебрЪ всякая ал- 
гебраическая сумма, какъ представляющая соединене количествъ, 
очевидно, допускаетъ всяюя перем5щеня и изм$неня группировки 
этихъ количествъ, взятыхь только вмфстб съ ихъ знаками. 


Выражене и формула. 


Введенное мною различеше понят о выражен и формул$ дав- 
но уже усвоено н$которыми авторами. Но и по настоящее время 
Уч. Ком. Мин. Нар. Просв. видитъ въ этомъ различеши дефектъ 
моего учебника. Выражешемъ я называю—или обозначене количе- 


ства буквой, или соединеше знаковъ чиселъ посредствомъ знаковъ 
дЪйствШ. Такъ: а, За-2, — суть выражевя. Формулой назы- 
ваю соединеше знаковъ чиселъ или выражений посредствомъ одного 
‘изъ знаковъ соотношенй. Такъ: а=6, $ = >, а—6< аб суть 


‘формулы. Академикъ С., въ своей рецензш, сначала ссылается на 
‘авторитеты лицъ, называвшихъь формулами т обозначевя, кото- 


рымъ я присвамваю особое назваше выражен. Приходится, на 
мой взглядъ, сожалЪть о томъ, что эти авторитеты не усмотр$ли 


давно уже надобности въ двухъ терминахъ для различеня двухъ 


понят, несомнЪнно разнородныхъ. ДалЪе, въ рецензи г. С. ука- 
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зано: [Когда говорять о формулБ Кардана, ни у кого не мель- 

каеть мысли о какомъ-нибудь равенствЪ, и, наконецъ, самъ г. 1. 
говорить „формулы корней квадратнаго уравнешя приложимы“....] 
Но, помимо очевидной обмолвки критика, утверждающаго, а@ та- 
)огеш &10т1алт зиали, что у него не мелькаетъ мысль о какомъ-ни- 
будь „равенствЪ“ даже тогда, когда онъ читаетъ у другихъ и пи- 
шетъ самъ о корняхъ квадратнаго или кубическаго „уравненй“, 
мнЪ кажется, что, говоря о вышеупомянутыхъ формулахъ, всявй 
обязанъ думать о томъ, что’ одна изъ нихъ представляетъ равен- 
ство, опредБляющее корни квадратнаго ур-1я, а другая корни ур-йя 
3-й степени. Что до меня касается, то, употребляя въ словахъ 
„формулы корней“ множественное число, я этимъ показываю, что 
думаю одновременно о двухъ равенствахъ, выражающихъ корни. 
квадратнаго уравнешя порознь. Крайне странно, что въ наукЪ, 
считаемой за точную, представляющей, по словамъ Араго, фор- 
мальную логику, предлагаютъ не различать понятя, ясно разли- 
чимыя. Выражеюе есть объектъ математической мысли. Формула 
выражаетъ цфлую мысль. Я уже упоминаль 0 томъ, что сомЪши- 
вать эти понятя значитъ то же, что въ грамматик$ смВшивать 
подлежалцее или дополнеше съ цфлымъ предложенемъ. | 


Одночленъ и многочленъ. 


Особое опред$лене одночлена, введенное мною, также перешло 
давно уже въ друмя руководства, не исключая и одобренныхъ. 
Но допуская мои опредЗленя, какъ формулы, такъ и одночлена, 
у нёкоторыхъ авторовъ, Уч. Ком. относительно моего учебника 
держится иного мнзшя. Я называю одночленомъ выражене, — или 
не содержащее знаковъ сложешя и вычитаня, или въ которыхъ 
рядъ обозначенныхь дфйстый не заканчивается сложевшемъ или 
вычиташемъ. Въ силу этого опред$леня, не только выражешя 


за а 
@, т. но и (а--0), 5—5 Принимаются за одночлены. Многочле- 


номъ называю алгебраическую сумму н3еколькихь одночленовъ, 
между которыми есть, по крайней м$рЪ, два неприводимыхъ. По 
этому опредЗленю, дополняющему обычное условемъ о неприводи- 
мости, выраженшя а--а или 6—0, конечно, не окажутся многочле- 
нами, & будуть таковыми, напр., 9?—2а6 или —5а--26—3с3. Ака- 
демикъ С. по поводу перваго опредленя говоритъ: [прочитавъ 
это опред$лене, можно подумать, что авторъ, склонный къ свое- 
образнымъ обобщенямъ, умышленно хочетъ сбить съ толку уче- 
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ника. Въ силу этого опредЪлешя, ученикъ выпалитъ, что квад- 
ратъ трехчлена а--6-с есть одночленъ (а--5-с)?, что отъ д$ле- 
я одночлена на одночленъ получается многочленъ, какъ, напр., 


оть дфлешя а на ‚ что одночленъ можеть дфлиться безъ 
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остатка на многочленъ, напр., одночленъ автора (а--5)3 д$лится 
на а? 2а5-5?]. Возражене формулировано сильно, но нужно 
вникнуть въ него, чтобы оцфнить по достоинству. О первомъ пунк- 
т замфчу, что, пока выражевше (а-6--с)? не разложено въ сум- 


му, оно и есть одночленъ, какъ, напр., и выражен!е како - 


[ил 
В, 
вое, однако, никому не возбраняется разложить при $< 1 даже 
въ безконечный рядъ-—-убывающую прогресею. Если бы не уче- 
никъ, & самъ г. С. различалъ такя, несомнфнно различныя, формы 
выражений, то онъ не отмфчаль бы въ своемъ возражени дфли- 
мость (а- 6) на а?--2а5--?, потому что это дВлеше выполняется 
только по двумъ правиламъ, или для одночленовъ, при чемъ дфлитель 
долженъ быть написанъ въ формЪ (а-Е5)?, или для многочленовъ, 
что требуеть разложеня дЪлимаго въ форму аз--За?6-- Заб?- 65. 
Наконецъ, относительно дЪлешй а на =—- или (а-- В) на (а-- 5), 
замфчу, что было бы дЪйствительно странно получить многочленъ 
при дЪлени одночленовъ, не содержалихъ, по прежнему опред$- 
лено, знаковъ сложешя и вычитаня, но, вЪдь, р%Ъчь идетъ не объ 
этомъ опред$леви, а о новомъ, и возражеше критика объясняется 
лишь тёмъ, что выводъ изъ одного понятя онъ прим$няеть къ дру- 


‘тому, чего логика не разр шаетъ. 


ДЪйств!я съ явными количествами. 


Какъ извфетно, начало алгебры видятъ, обыкновенно, въ обозна- 
чени чисель буквами. Такъ, авторъ К., вь прежнихъ 22-хъ 
издашяхъ своей книги, опред$лялъь ве алгебраическя дЪйствая 
совершенно такъ же, какъ ариеметическля, только въ прим$неши 
къ буквеннымъ обозначешямъ, и разематривалъ свойства этихъ 
дъйствй задолго до установленмя понятя объ отрицательномъ 
числ$. Въ моемъ учебникЪ я говорю опредЪленно: „Главное от- 
лиЧе алгебры отъ ариеметики состоитъ въ томъ, что въ ариеме- 
тикЪ разсматриваются такъ называемыя безусловныя или &6бсо- 
лютныя числа, а въ алгебрЪ устанавливается новое поняте объ 
условныхъ или относительныхъ числахъ“. Въ ариеметик$, пере- 


и. 
ходя отъ пфлыхъ чисель къ дробнымь, находять нужнымъ опре- 
дфлять дЪйствя по новому. Алгебраичесяя опредзлемя дЪйствй 
устанавливаются тогда, когда отъ абеолютныхъ чиселъ переходять 
къ отрицательнымъ. 

Точное опредЪлеше сложеня ник$мъ раньше не было дано. Въ на- 
чалЪ алгебры я говорю: „Сложить два количества значить 
произвести отъ перваго слагаемаго тотъ прямой или об- 
ратный счетъ единицъ и долей единицы, посредствомъ кото- 
раго второе слагаемое составилось отъ нуля“. Съ развитемъ. 
математики это опред$лене расширяется, теряя свои видовые при- 
знаки. Для сложевнй высшихъ порядковъ оно должно быть форму- 
лировано такъ: Сложить два количества значитъ произвести 
надъ первымъ изъ нихъ то дфйств!е, посредствомъ кото- 
раго второе количество составилось отъ нуля. Элементар- 
ное правило сложешя я вывожу изъ конкретной задачи: Термо- 
метръ показывалъь 20 градусовъ тепла, или холода; температура 
повысилась, или понизилась на 5 градусовъ. Каково новое пока- 
зан1е? Наличность въ правил сложеня особаго правила знаковъ. 
составляетъ неизгладимое отлич!е алгебраическато сложешя отъ 
ариеметическаго. — ОпредБлеме сложеня н$феколькихъ количествъ 
дается 06060, какъ дЪйств:я сложнаго, состоящаго изъ послзто- 
вательности простыхъ. Въ теори сложеня отм$чаютея основныя 
свойства перем$стительности и сочетательности. 


Вычитане опред$ляется обычно, какъ дЪйстве обратное ело- 
женю. Но, такъ какъ упоминаемое сложене есть дЪйстве новое— 


алгебраическое, то и вычитане алгебраическое нельзя отнюдь. 


смЪшивать съ ариеметическимъ. Правило вычиташя формулирую 
такъ: „Чтобы вычесть изъ одного количества другое, нуж- 
но сложить уменьшаемое съ количествомъ, равнопротиво- 
положнымъ вычитаемому“. Не распространенное еще, но важ- 
ное поняте равнопротивоположности здЪеь примЪняется умЗетно. 

Точное опред$ленше умноженя извЪетно уже давно, но до сихъ 
поръ оказывается, какъ я выше упоминалъ, не ве$ми понятымъ и не 
общепринятымъ. Для началъ алгебры я суживаю его смыслъ, го- 
воря такъ: „Перемножить два количества значитъ произ- 
вести надъ множимымъ т дЪйств1я дЪлен1я на части и 
повторен1я слагаемымъ или вычитаемымъ, посредствомъ 
которыхъ множитель составленъ изъ единицы“. Въ высшей 


‚ математикБ опредЗлене полжно быть расширено съ потерей ви-. 
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довыхъ признаковъ. Тамъ оно должно быть формулировано, какъ 


было раньше: „Перемножить два количества значитъ произ- 
вести надъ первымъ изъ нихъ то дфйств{!е, посредствомъ 
котораго второе количество составилось изъ положи- 
ТОльной сдиницы“. Основное правило умноженя я вывожу изъ 
конкретной задачи: Термометръ поднимается, или опускается каж- 
дый часъ на 2 градуса, а теперь стоитъ на нулЪ. Сколько онъ 
будетъ показывать черезъ 5 часовъ, или сколько показывалъ 5 ча- 
совъ назадъ? одЪсь, между прочимъ, наглядно представляется 
умножене положительнато на отрицательное и отрицательнаго на 
отрицательное.—Перемножене н$сколькихъ количествъ разсматри- 
вается, какъ сложное дЪйстве, состоящее изъ послЪдовательности 
простыхъ. Въ теори умножеюя доказываются важныя свойства 
перемЪстительности, сочетательности и распредЪлительности. 

ДЪленю опред$ляетея, какъ дЪйстве обратное умножен!ю. 
Правило дЪленя формулирую такъ: „Чтобы раздЪлить одно 
количество на другое, нужно умножить дфлимое на ко- 
личество обратное дЪлителю“. 

Такимъ образомъ, ариеметика есть наука объ абсолютныхъ 
числахъ и дЪиствяхъ только оъ такими числами. Алгебра есть нау- 
ка объ относительныхъь количествахъ и дЪйстыяхъь съ коли- 
чествами. Число есть совокупность единицъ и долей единицы. 
Количество есть указатель прибавлен!1я или отниман1я еди- 
ницъ и долей единицы. Число выражаетъ только размЪръ. вели- 
чины. Количество выражаетъь размВръ и направлен!е величины. 
По сходству дЪйстй надъ числами и надъ положительными коли- 
чествами, можно смЪшалть понятя о числ5 и о положительномъ 
количествЪ, но это уподоблеше понят оправдывается только тогда, 
когда мы не обращаемъ существеннаго вниманя на роль коли- 
чества, какъ указателя направленя. 

Расширене поняття о числ въ поняте о количествЪ влечетъь 
за собой расширене содержаюшя другихъ основныхъ математи- 
ческихъ понятШ. Такъ, расширяется содержаше акстомы о составЪ 
числа, вслЪдетв!е того, что эта акеома, прим$няемая въ ариеме- 
тикз къ совокупности однородныхъ, безусловныхь единицъ и до- 
лей, примВняется въ алгебр къ совокупности разнородныхъ, по- 
ложительныхъ и отрицательныхъ, одиницъ и долей. Расширяетея 
ноняте о соотношени,—какъ равенствЪ, такь и о неравенетвЪ. 
Наконецъ, расширяетея и поняте о дЪйстви. Изъ всего этого 
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видно, насколько ложно то учеше, которое основываеть алгебру 
на вводени буквъ и считаетъь алгебраическими дЪйствями точь 
въ точь прежня ариеметическя, совершаемыя только надъ бук- 
венными выраженями. 


Сущность дйствй съ неявными количествами. 


Въ прежнихъ системахъ алгебры множество логическихь оши- 
бокъ происходило отъ того, что не были различаемы понятя о 
количеств явномъ и неявномъ. Это различене пришлось уста- 
новить мнф, а теперь оно усвоено и другими новфйшими авто- 
рами. Еели количество дано вполнЪ, т.-е. числовое значеше и 
знакъ его извЪетны, то я называю его явно выраженнымъ или 
просто явнымъ количествомъ. Напр., +5, —3 суть явныя количе- 
ства. Если же количество обозначено буквой или прехставлено 
выраженемт, въ которомъ обозначенныя дЪйствя еще не выпол- 
нены, то я называю его неявнымъ количествомъ или, попрежне- 
му, выражешемъ. Напр., а, —6, а--5, 6—2 суть неявныя количе- 
ства или выражения. 


Значен!е алгебрамческато дЪйствя существенно различно, смотря 
по тому, производится ли это дЪйствые съ явными количествами, 
или съ неявными: ДЪйствю съ явными количествами имЗетъ цфлью 
окончательное составлен1е результата, который выражается также 
явно. Напр., складывая явныя количества +2 и —5, находимъ 
явное количество —3. ДЪйстве съ выраженями обозначается зна- 
ками, и задача дЪйстыя заключается только въ преобразован!и 
результата къ виду боле сокращенному или боле удобному для 


вычисленя. Напр., когда производимъ вычитан1е суммы въ выра-. 


женш а—(6--с), то цЪль дЪйствья состоить только въ уничтоже- 
щи скобокъ, т.-е. въ преобразован даннаго выражешя къ виду 
а—$—с. Только къ этому отдЪлу алгебраическато ученя отно- 
сится опредЪлене, отм5чающее преобразован!е ряда данныхъ дзй- 
отЙ въ друмя дЪйствя, которое академикъ Е. выставлялъ какъ 
общее опредфленше алгебры. Вообще же, нужно имЪть въ виду 
разд лене алгебраическаго ученя на разнородные отдЪлы— алгебру 
явныхь количествъ, алгебру выраженй и алгебру формулъ. Важно 
оше замЪтить, что алгебра выражешй имЗетъ небольшой, ограничен- 
ный объемъ, цъликомъ замкнутый въ элементарномъ курс%. Два же 
друме отдЪла подлежатъ широкому развитию, до сихъ поръ еще про- 
должающемуся и слишкомъ далекому оть предполатаемаго конца. 
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Правило вторыхъ знаковъ. 


Какъ въ алгебрЪ явныхъ количествъ исходнымъ пунктомъ уче- 
я является услове объ отнесешя знаковъ сложешя и вычитаня 
къ числамъ, прибавляемымъ и отнимаемымъ, такъ и построено. 
алгебры выражешй я начинаю съ раздЪлевшя выраженй на при- 
бавляемыя или положительныя и отнимаемыя или отрицательныя. 
Разсматривая сумму какихъ-либо количествъ А--а, относимъ услов- 
но знакъ дЪйствя -- ко второму слатаемому и принимаемъ, что 
данное выражене обозначаеть сосдиненше А съ положительнымъ 
выраженемъ а. Также, разсматривая разность количествь А-а, 
относимъ условно знакъ дЪйстыя — ко второму слатаемому и при- 
нимаемъ, что. данное выражен обозначаеть соединеше А съ отри- 
цательнымъ выраженемъ —а. Но теперь, когда а мы считаемъ 


ие абсолютнымъ числомъ, & количествомъ, положительность {а и 


отрицательность —-а только формальная, потому что, въ окон- 
чательно упрощенномъ видф, какъ то, такъ и другое изъ этихъ 
выражений можетъ оказаться и положительнымъ по существу, и 
отрицательнымъ. 

Чтобы раскрыть точное значене положительныхъ выражен, 
замЪтимъ, что, по опред лен!ю алгебраическаго сложеня, имемъ, 
напр., А-+(--5)=А-5 и, подобно этому, А+-(—5)=А-—5, откуда 
слБдуетъ, по условю отнесемя знаковъ ‘°и самостоятельнаго 
раземотр$ ня, какъ явныхъ, такъ и ноявныхъ  количествъ, 
что + (-5)—-65 и +(—5)——5. Видимъ, что плюсъ, стояний 
передъ обозначмешемъ количества, которое само можеть быть по- 
ложительнымъ, или отрицательнымъ, не мЪфняетъ первоначальнаго 


знака количества, или видимъ, что а всегда обозначаеть то же, 


что а. Чтобы раскрыть значеше отрицательныхъь выражен, за- 
мфтимъ, что, по правилу алгебраическаго вычитаня, имфемъ 
А—(--5)=А—5 и также А—(—5)—=А--5, откуда, относя знаки 
самостоятельно, выволимъ —(--5)——5 и —(—5)==--5. Слдова- 
тельно, минусъ, стояпИй передъ обозначешемъ количества, которое 
само можотъ быть положительно или. отрицательно, всегда м$- 
няеть первоначальный знакъ количества, или, говоря иначе, —а 
обозначаетъ количество ‘равнопротивоположное а. Указане, полу- 
ченное предыдущимъ разсужденшемъ, можно назвать правиломъ 
вторыхъ знаковъ или ‘формальныхъ знаковъ. Изъ него слБдуетъ 
доказательный выводъ, что выраженя, написанныя безъ знака, 
должны считаться положительными и передъ ними можно ставить 
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плюсъ. Важное положен, которое я назваль правиломъ двойныхъ 


знаковъ, впервые отм$тиль Коши. Онъ, однако, формулировалъ_ 


его иначе и назваль правиломъ перемножеюя знаковъ. Въ моей 
общей систем это правило является основашемъ алгебры выра- 
жен, рфзко отграничивающимъ этотъ отдфлъ отъ алгебры явныхЪ 
количествъ. Насколько плохо оцЪнено оно составителями дру- 
гихь руководствъ, видно изъ того, что большинство авторовъ о 
немъ совефмъ не говорятъ, а друме упоминаютъ лишь вскользь 
и относятъ притомъ къ. алгебр явныхъ количествъ, не вникая 
даже въ главный смыслъ того, что у меня заиметвуютьъ. 


Синтезъ и анализъ въ теори дЪйствй. 


Приступая къ алгебр выражен, въ которой способы выво- 
довъ вообще просты и могуть быть рфзко очерчены, я начинаю 
пртучать учениковъ къ владф$ию самымъ важнымъ орудемъ ло- 


гическаго мышленя, кь совм5щеню доводовъ или аргументовъ 


всякого разсужденя. Ветати замЪчу, что, если бы, не говорю уже, 
современные ученики, & мнопе изъ ихъ, боле или менфе автори- 
тетныхъ руководителей, владЪли этимь оружемъ, въ математик® 
060бо сильнымъ и вмфстЪ доступнымъ, то въ вопросахь этой 
науки споры были бы невозможны. Каждая истина точнаго знашя 
можетъ быть только единой въ данномъ пункт развитя такого 
знашя. Отношевше къ математической истинф можеть заключаться. 
только въ понимаши или непониманш. Но, разумЪется, все, ска- 
занное сейчасъ, уже въ значительно меньшей степени относится 
къ вопросамъ систематики, педагоги, какъ и къ вопросамъ иного 


рода наукъ. Тамъ факты п выводы не могуть быть такъ р%Ъзко очер- 
чены, хотя логичесмй принципъ совмфщеня аргументовъ все же. 


составляетъ сущность дла. 
Все ученше ариемстики и алгебры вытекаетъ изъ двухъ акоюмъ 
и изъ условно составленныхь опред$леый основныхъ понятий. 


Акаюома о состав совокупности есть положен вполнЪ очевидное. 


и безотносительное. Аксюма о равенствЪ, т.-е. о замЗнЪ одного 
числа другимъ, ему равнымъ, связана съ условнымъ опред$ле- 
немъ равенства и расширяется съ распирешемъ понятия о немъ. Это 
положеше правильнЪе считать постулатомъ, въ смысл положешя, 
необходимость которато сознается, несмотря на постепенное отда- 
лен! его въ высшихъ частяхъ математики отъ непосредственной 
очевидности. Упомянутый постулатъь въ элементарномъ учебник® 
я мало отмЗчаю. 
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Учаттеся по моимъ руководотвамъ привыкаютъ съ начала, арие- 
метики къ отчетливому различеню такихъ понятШ, какъ опред$ле- 
не, услове, положеше, слдетве, правило, теорля. Въ алгебр же, 
они начинаютъ вполнф отчетливо выдЪлять эти поняття въ тъхъ 
совм5щевяхъ ихъ, каюмя обусловливаютъ тотъ или иной процессъ 
разсужденя.— Основными формами математическаго разсужденя 
является синтезъ, т.-е. умозаключене отъ даннаго, и анализъ— 
умозаключене отъ искомаго. Ариеметика есть наука почти чистаго 
синтеза, въ которой анализъ проявляется лишь въ зародышевомъ 
его вид$, въ видЪ, какь было раньше упомянуто, одного шага, 
одного первато импульса сознаня. Въ алгебрЪ анализъ прим$- 
няется съ самыхъ началъь параллельно съ синтезомъ, & въ даль- 
нЪйшемъ все больше выт$еняетъ синтезъ, становясь здЪеь, на- 
оборотъ, господствующимъ. Теор1я алгебраическихъ, прямыхъ и 
обратныхъ, дЪйствЙ представляеть образцовый логически мате- 
рталъ для различеня синтеза и анализа въ ихъ прост$йшей форм$. 


`Въ алгебр явныхъ количествъ, синтезъ прямыхъ дЪйствШ и ана- 


лизъ обратныхъ разобщаются существенно. Тамъ, опредЪфленйя 
прямыхъ дЪйствй прямо указываютъ первичные способы перехода 
отъ данныхъ къ искомому, тогда какъ опред$лешя обратныхъ 
дДЪйствй указываютъ условя, налатаемыя непосредственно на 
искомое. Въ алгебрЪ выраженй, разобщене синтеза и анализа 
развивается лишь постепенно съ повышешемъ порядка дЪйствй. 
Объясняется это т$мъ, что теоря первыхъ дЪйствШ сложемя и 
вычитаня вполнЪ, & теорля умноженя и дЪлешя отчасти —строятея 
на данныхъ, уже добытыхъ раньше, именно, обфими формами 
умозаключен!й. Образцы доказательствъ, которыя я привожу въ 
своемъ учебникЪ, начиная съ доказательствъ правиль сложеня и 
вычитаня одночленовъ и многочленовъ, базисомъ которыхъ слу- 
витъ правило вторыхъ знаковъ, отм$чаютъ наглядно—какъ сущ- 
ность сравниваемыхъ между собою синтеза и анализа, такъ и 


‚ разложеше каждаго разсужденя на совм$щенные въ немъ дово- 


ды. Подобная отчетливость въ изолирован суждевй, ведущая 
къ пониманию ихъ въ самой глубинЪ, встр$чается лишь случайно 
въ другихъ руководствахъ. 


Процессъ р5шеня уравнений. 


Обыкновенно прежде, говоря о рьшенш даннаго уравнешя, под- 
разум вали подъ преобразуемымъ уравненемъ нфчто единое, какъ бы 


постоянное. Такимъ образомъ, напр.,. уравнен! = 
принимая послдовательные виды 42—20—18—95—6х, 195==38 
и, наконецъ, х==2, какъ бы оставалось однимъ и тзмъ же урав- 
ненемъ. Сообразно этому, были введены соотвЪзтствуюпае понят 
термины, сохранившиеся до сихъ поръ. Такъ, за обпий видъ урав- 
неня первой степени принимаютъ а5==6 (почему не х==т), за 
общий видъ квадратнаго 22° 6%--с==0. Я установилъ иной взглядъ 
на процессъ рьшенмя уравненй. Назвавъ уравненя, имЪюпая оди- 
наковый корень или одинаковую систему корней, совместными 
(не охнозначащими, какъ называютъ друге), я говорю, что р%- 
шене даннаго уравненя состоитъ въ посл ловательной зам н% 
его другими уравнениями, простБйшими, но совместными съ’ дан- 
нымъ. СоотвЪтственно этому взгляду, уравнешемъ первой степени 
называется такое, которое, при преобразованши его въ простйпия 
уравнен1я, совм$етныя съ нимъ, содержитЪ въ конц$ вызисленй 


только первую степень неизвЪстнаго. Уравнешемъ квалратнымъ. 


называется всякое уравненше, которое, посредетвомъ преобразо- 
ваний его въ друмя, совм$етныя съ нимъ, приводится къ вилу 
алеф с=0. 

Академикъ С. находить предыдупия опредЪленя, во-первыхъ, 
непонятными, потому что я не объясняю въ нихъ, что подразу- 
мЪвается подъ простфйшими уравненями. Въ дЪйствительности, 
я даю первое опредБлеше посл р$шенмя четырехъ различныхъ 
уравнении первой степени съ однимъ неизв$стнымъ, при чемъ уче- 
ники могуть убфдиться, что, не по условному, а по естественному 
смыслу словъ, уравнеше оть уничтожешя въ немъ дробей упро- 
щается, отъ перенесеня неизв$стныхъ и извЪстныхь членовъ въ 
разныя части и привелешя ихъ также упрощается, отъ дЪлевя на 
коэффищентъ неизвЪстнаго становится окончательно рфшеннымъ. 
ДалЪе, тоть же критикъ говорить про первое опредленю: 





[Но оно и невЁрно, ибо, наприм$ръ, уравнене а нельзя 
назвать уравнешемъ первой степени, такъь какъ при опредфлеши 
изъ него точекь пересЗченшя двухъ гиперболь необходимо ечи- 
таться и съ безконечнымь рёшеншемъ]. Такъ какъ указанное урав- 
нене приводится къ виду 2*—52--6—2?—7х--6, то въ возра- 
жеши г. С. очевиденъ преждо всего недостатокъь логики, такъ 
какъ возражастъь онъ не противъ моего опредЗленя, а противъ 


обычнаго въ подобныхь случаяхъ отбрасыван!я члена 2? въ обфихь 
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частяхъ уравнешя. Но именно я, а до сихъ поръ, кажется, ни- 
кто другой, какъ разъ и показываю ученикамъ способъ полученя 
въ подобныхъ уравненяхъ безконечнаго рфшеня. Въ главЪ объ из- 
слБдованши уравненя первой степени, каковую главу критикъ, всю 
цфликомъ, считаетъь образцомъ обветшалаго изложешя, я, впервые 
показываю методъ временнаго обобщен!я изсл$дуемаго уравненя. 
Въ разсматриваемомъ случаЪ, ученикъ моей школы взялъ бы вмфето 
даннаго уравнешя боле общее а2’—52--6—=1°—7х-6, при- 
вель бы его къ виду (а—1)2?--2%==0, разложилъ бы на х=0 и 


=. е 
1—-—-, а затБмъ, положивъ а=1, вывель бы требуемый безко- 


нечный корень, конечно, притомъ, лишь въ томъ случа, когда, 
по условямъ вопроса, на этотъ корень нужно было бы обратить 
внимаше. Въ той же критической стать, черезъ 5 страницъ послЪ 
высказаннаго мнф возраженя, академикъ С. говорить: [Въ из- 
слБдовани квадратнато уравнен!я разсматривается случай, гдЪ 


‚ а=0; тогда 12==0о. Въ этомъ случа уравненше перестаетъь быть 


квадратнымъ и безконечный корень не сл$довало бы разсматри- 
вать]. Такимъ образомъ, то, что предписывалось на одной стра- 
ницф, зам$няется на другой совершенно противоположнымъ пред- 
писашемъ. Выходитъ, что разд$лене уравненй на уравненя пер- 
вой степени и квадратныя зависитъ, въ случа безконечнаго корня, 
только отъ личной воли критики. ЗамЪчу, что та манера изсл$до- 
вашя квадратнаго уравненя, которую я излагаю, именно и при- 
лагается при изсл$довани направлений безконечно-удаленныхъ 
вътвей кривыхъ второго порядка. 


Математическая индукшя и дедукщия. 


Съ характерными примфрами индуктивнаго и дедуктивнаго ме- 
тодовъ мышленя я нахожу возможнымъ знакомить учениковъ до- 


вольно рано. Обыкновенно, называютъ индукщей переходъ отъ 


чаетнаго къ общему. Дедукщей называютъ, обратно, переходъ отъ 
общаго къ частному. Не входя съ учениками въ особыя логиче- 
свя тонкости, я довольствуюсь такими опред$ленями, но ниже 
ихь несколько измЗню при выяснени н$которыхъ сторонъ моего 
учебника. ПростЪйпий пр1емъ чисто индуктивнаго мышленя при- 
латается иногда въ самыхъ основныхъ пунктахъ теорйи дЪйствий, 
напр., когда свойство распред$лительности умножевшя мы разви- 
ваемъ послфдовательно отъ выраженя (а-+6)т къ болБе слож- 
ному (а- 6 --с) т и т. д., или свойство степени произведеня также, 


О 


развиваемъ отъ (АБ)” къ (АВС) и далЪе. Но такое разсуждене 
зесущественно и представляеть н$который интересъ лишь съ чи- 
сто логической стороны. Другимъ, болБе характернымъ, прим$- 
ромъ отчетливой и не сложной математической индукщи является 
епособъ Бернулли, заключеня отъ и къ и-+1. Зам чу, что его 
обычное назваюше, хотя отм$чаетъь поняте ясно, но не совезмъ 
точно, потому что разсуждене по этому способу состоитъ изъ 
частныхъ примфровъ, составляющихъ необходимый базисъ, и изъ 
условной теоремы, которая одна соотвЪтетвуеть назван, тогда 
какъ весь способъ требуеть совм$щеня обфихъ частей. Разсуж- 
доше по указанному способу я прилагаю къ перемноженю дву- 
членовъ, имфющихъ обпий членъ, и къ возведеню многочленовъ 
въ квадратъ и въ кубъ, при чемъ, въ интересахъ ясности, отчет- 
ливо выдВляю об части разсужденя и‘ихъ совм щене въ общее 
заключеше.—Типичнымъ прим$ромъ математической дедукщи ел%- 
дуетъ считать способъ Декарта, неопред$ленныхъ коэффищентовъ, 
какъ называютъь обыкновенно, или, точнфе, опредфляемыхъ коэф- 
фищентовъ. Этотъ способъ, въ виду очевидности его обосновануя 
при сравнени конечныхъ многочленовъ, я позволяю себЪ примф- 


нить къ дфленшю многочлена Ад” Вли-1--....-- Мх-ЕМ на дву- 


членъ 22-4. Въ дальнфИишемъ я прилагаю чисто дедуктивный ме- 
тодъ разсуждешя къ извлечению квадратныхъ и кубичныхъ корней 
изъ чиселъ и многочленовъ. Такое примЗнене имфеть уже видъ 
довольно сильно развитого, спещально математическаго, анализа. 


ВполнЪ сознавая, что рядъ моихъ замфтокъ можеть утомить. 


читателя и что я могу продолжить его въ случа надобности 
въ будущемъ, ограничусь разсмотр$емъ еще только двухъ деталей 
моего учебника. Это, во-первыхъ, упрощенная, почти до механич- 
ности мышленя, индукщя въ составаени уравненй, и во-вторыхъ 
приведенная къ той же механической простотЪ ледукшя въ чтенш 
математическихь формулъ, выражающихь содержане довольно 
сложныхъь вопросовъ. Переходя теперь къ этимъ деталямъ книги, 


я измёняю обычныя опредЗленя раземотр$нныхъ только что пре- 


мовъ мышлешя, сказавъ, что индукшя есть совмъщене частностей 
для установленя общаго, а дедукщя есть разложене общаго на 
заключенныя въ немъ частности. Именно въ такой формЪ пред- 
ставится, какъ я думаю, читателю принципъ составлешя уравнений 
и типичный методъ математическаго чтеня ору, разр шающихь 
епещальные вопросы. 


а 
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Принципъ составленя уравнений. 


Составлене уравнешй по усломямъ задачъ всегда считалось 
нелегкимъ дЪзломъ, требующимъ продолжительнаго навыка и до- 
вольно развитыхъ способностей учениковъ. Особо способные уче- 
ники умЪли изрфдка находить вар1анты способовъ рф шешя задачъ. 
Принципъ составления требусмаго, въ данной задач уравнешя 
съ однимь неизвЪетнымъ формулировали неуклонно въ такомъ 
видз: Чтобы составить уравнеше съ однимъ неизвЪетнымъ, нужно 
обозначить это неизвЪетное буквой 2 и продЗлать надъ нимъ тЪ дЪй- 
етвя, которыя нужны для повБрки данной задачи. ЗамЪтимъ, однако, 
что въ задачахъ, требующихъ составленя уравнен!я, хотя и ука- 
зывается обыкновенно одно неизвестное, но всегда подразумЪ- 
ваются нфсколько таковыхъ, и иногда то, которое указывается, 
неудобно принимать за главное, черезъ каковое слфдуеть выра- 
жать друмя неизвЪстныя. Съ другой стороны, если выписанное 
выше указане перевести на обыкновенный языкъ, то оно пред- 
ставить не иную формулировку, какъ такую: Чтобы составить 
уравноне, нужно его составить. Въ самомъ дЪлЪ, вЪдь, для того, 
чтобы повфрить данную задачу, нужно совместить до конца всЪ 
частныя услов!я задачи. Но то же самое совм щеше требуется и 
для возможности составленя уравнения. 

Я выражаю принципъь составленмя уравнешя съ однимъ неиз- 
вЪетнымъ гораздо боле многословно, чЪ$мъ это принято вс$ми, и 
даже разбиваю указане на четыре отдЪльныя рубрики. Чтобы со- 
ставить уравнеше съ однимъ неизв$етнымъ, говорю я, нужно: 
1) „Выбрать между неизвестными, которыя въ задачв или 
прямо указываются, или подразумВваются, какое-нибущь одно, 
принимаемое за порвое и обозначить это неизв$етное какой- 
нибуль буквой, напр., х. 2) Посредетвомъ этого обозначешя и 
обозначенй, ланныхъ въ задачф, выражать всф величины, о 
которыхъ въ задач прямо говорится, или которыя подразум$- 
ваются. 3) При составлени такихъ выражен наблюдать, чтобы 
постепенно принимались во внимане всЪ данныя въ задачЪ 
числа и вс, относяпйяся къ даннымъ или кь неизвЪстнымъ вели- 
чинамъ, услов1я. 4) Посл примБненя воЪхъ условй, разыскать 
между составленными или просто записанными выражешями два 
тажихъ, которыя, волЪдетве одного изъ данныхъ условй, должны 
быть равны между собою, и соединить эти выраженшя знакомъ 
равенства“.—Обыкновенно, можно принимать любое изъ неизвЪет- 
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ныхъь вь задачь за первое. Можно, также, очень разнообразно 
измБнять порядокъ прим$неня условй.—Раземотримъ, напр., за- 
дачу: Въ одномъ кошелькЪ вдвое меньше монетъ, чёмъ въ другомь, 
а, если выложить изъ перваго 3 монеты и во второй прибавить 
3 монеть, то число монеть въ первомъ окажется въ 4 раза меньше, 
чмъ во второмъ. Сколько монетъь въ каждомъ кошелькв?—Е сли 
д есть число монетъ перваго кошелька, то рядъ записываемыхь 
воличинъ, нфоколько сокращенный, будетъ х, 2х, х—3, 25-8, 4 и 
уравнене 25-—-8=—=4(х—3).—Еели у обозначить число монеть вто- 


й. 
рого кошелька, то рядъ величинъ окажется у, 5 у 8, 5—8, 4. 


й 92.74 
и уравнене можно написать въ видЪ 8. Если выберемъ за, 


первое неизвфетное 2 изм$ненное число монетъ перваго кошелька. 
и обратимъ сначала внимане на второе отношеше чиселъ монеть, 
то составимъ рядъ величинъ 2, 42, 2-3, 42—8, 2 и уравнеше. 
42—8==2(2-+3).—Если первымъ неизв$етнымъ и выберемъ изм%- 
ненное число монетъ второго кошелька, & первымъ условемъ 
второе отношенше чиселъ монетъ, то выйдеть рядъ величин. 


1% ИХ? . 
и, и_5, 13, 2 и уравнеше можно предетавить въ видё 





и и—8 р. : 
1+3=-5 ‘ Такимь образомъ, отмфченная мною формулировка, 


принципа вводить въ дфло составленя уравненш совершенно 
опредфленный и всецфло соотвЪтетвующий этому дЪлу индуктив- 
ный процессъ мышлешя. При этомъ, сознашю открывается мно- 
жество легко различимыхъ и подлежалцихъ личному выбору путей 
достиженя пЪли. 


Приемъ дедуктивнаго разложения формулъ. 


Извлечен!е квадратныхъ и кубичныхъ корней изъ пфлыхъ чи- 
сель и многочленовъ объяесняютъ обыкновенно многословными 
разсужденями, аргументы которыхъ въ словесной р$чи не выдБ- 
ляются съ достаточной простотой и отчетливостью. Въ умахъ 
учениковъ отпечатлЪваются, конечно, соотв тетвующия дЪлу, срав- 
неня разнообразныхъ чиселъ и выражен, но принятой манерой 
разсужденя ученики отстраняются далеко оть идеи замзнить ‘от- 
влеченное мышлене нагляднымъ разборомъ выписываемыхъ и пре- 
образуемыхь формуль.—Займемся вопросомъ объ извлечеши квад- _ 
ратнаго корня изъ какого-нибудь четырехзначнаго числа. Пуеть» 


\ 
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напр., требуется извлечь /2222. Зная, что ближайшимь полнымъ 
квадратомъь къ данному числу, которое можеть оказаться непол- 
нымъ, долженъ быть квадратъ двузначнато числа, обозначимъ по- 
слЪлнее въ видЪ 105--у. Тогда, по опрехЪленю квадратнаго корня 
и теоремЪ о составЪ квадрата двузначнаго числа, выразимъ вов 
условя вопроса одной формулой 2222—1004?--2.10ху--у?-+ В, 
гдЪ А есть возможный остатокъ. Усмалривая здЪсь значительный 
численный перевЪеъ перваго слатаемато второй. части надъ вобми 
остальными, составляемъ приблизительное равенство 2222(=)100427, 
упрощаемъ его въ форму 22,22(=)? и ршаемъ цфлымъ чиеломъ. 
Особыми соображенями доказываемъ, что полученное ршеше 
окажется и для общей формулы истиннымъ. ЗатЪмъ, велд- 
ство отыскамя одного изъ неизвзстныхъ, составляемъ новую 
формулу 622—=2.10.4у-- у? А, замБняемъ и ее приблизительнымъ 
равенствомъ 622(=)2.10.4у или упрошеннымъ 62,2(—)2.4у и рЪ- 
шаемъ его, какъ прежнее, цфлымъ числомъ. Наконецъ, осмысли-` 
ваемъ нужную повЪрку на основания свойствъ системы счисленя 
и дъйствй съ числами. Объясненный пр1емъ дедукщи, посредетвомъ 
разложеня общей формулы на частныя, знакомить уже изучаю- 
щихъ математику съ методомъ самихъ  малемалическихь изелёдо- 
ванй. Привыкнувшимъ къ внимательному чтеншю формулъ и вы- 
ражевшй не покажется невозможнымъ найти самостоятельно спо- 
собъ извлечешя кубичныхъ корней изъ чисель и также совершенно 
естественно раскрыть то упрощенше пов$рки находимыхъ цифръ 
такого корня, которое, несмотря на все соотв$тетые его системЪ 
счисленя и правиламъ дЪйствИ и на крайнюю простоту, изложено, 
повидимому, впервые въ моемъ учебник$. 


Академикъ С., касаясь моего изложешя понятШ о квадратныхъ 
корняхъ изъ чисель и о числахъ несоизм$римыхъ, говоритъ: 


[Написавъ рядъ квадратовъ натуральныхь чиселъ, авторъ сей- 


часъ же спЪшитъ прибавить, что числа этого ряда называются 
полными квадратами, а числа, не входяпая въ этотъ рядъ, не- 
полными квадратами.... Не проще ли и не правильнфе ли разли- 


чать въ натуральномъ ряду квадраты и не квадраты? Показавъ 


затфмъ, что число 60 не можетъ быть квадратомъ дроби, авторъ 


_сейчасъ же заявляетъ: „квадратные корни изъ неполныхъ квад- 


ратовъ представляютъ такъ называемыя несоизм$римыя съ еди- 
ницей числа“. Названме дано; а могуть ли существовать тая 


- ЧИСЛа и почему ихъ можно назвать числами, спросятъ ученики и 
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не найдутъ въ учебникв удовлетворительнаго отв%та, ни въ Г — 


ни во П части]. Въ дЪйствительности, ученики знакомы уже съ тер- 
минами „неполное вычитане“, „неполное дЪлеше“, видЪли раньше 
какъ, для производства этихъ дфйствШ, вводились новыя числа, 
не заключавиияся въ ряд прежнихъ, при чемъ результаты такихъ 
дфйстый назывались числами только по ихъ происхожденю отъ 
чиселъ, безъ отношеня къ способамъ составлемя и понятю о не- 
равенств%, и не увидятъ, конечно, ничего невозможнаго въ вопросЪ 
о нахождени новыхъ чиселъь при извлечени корней. 


Числа \2 или \/60 они признаютъ существующими потому уже, 
что они отличаются вполнф опред$леннымъ, хотя и не изелБдо- 
ваннымъ числовымъ признакомъ, первое отъ УТ, УЗ, а второе отъ 
У59, Уб1 и т. под.. Не зная ни свойствъ этихъ чиселъ, ни ‚опре- 
дЪленй лЪйствй съ ними, ученики будутъ убЪждены, что бази- 
сомъ новой теори должны служить опредЗленя самихъ чиселъ 
(/2)=2, (/60)2—60 и т. под.. Такъ какъ опродфлешя понят 
всегда, устанавливаются условно, то оспаривать ихъ немыелимо, 
& можно только ожидать рёшен!я вопроса о томъ, разовьется ли 
изъ принятаго опредБленя доступная здравому смыслу теоря, или 
таковая окажется невозможной. 

Продолжая возраженйя, г. С. заявляетъ: [Такой крупный ученый 
педагогъ, какъ ЛМез Тампегу, говоритъ объ ирращюональныхъ чис- 
лахъ: сез пошргез 500 сошше оп ]е уетга, ипе Ёасоп 4е раег 
11606 да’апе геа] 6. ОпредЪливъ по Дедекинду значеше \/2, фран- 
пузеюй авторъ пишетъ: В1еп ещепди, П п’езё раз асбяе!етет 
реги 4е @те, дае ]е сатгб 4е зе поште 30 еса] а 2: оп ша 
раз епсоте 416 се ди’ефай 1е саггб ип пошфте пта®опе]. А руссюй 
авторъ, найдя такое натуральное число п, что < М<«(п-Е 1), 


см ло пишеть УМ=и-^ и изъ неравенетва, УМ<»-5 заклю- 


1 
чаетъ М<ои-ри а] 
Возражен!е высказано съ особымъ апломбомъ, казалось бы, тре- 


бующимъ соотв$тетвующаго аргументальнаго вЪса. Однако, сущ- 


ность этого возражемя въ одномъ лишь смъьшеншм не только ло- 
гическихъ понят, но, что особенно странно, даже процессовъ 
математическаго мышлевя. Нельзя же, въ самомъ дфлф, отожде- 
ствлять свойства моего, чисто аналитическаго, опредЪлевшя несоиз- 


мфримаго квадратнаго корня со свойствами опредфлешя Дедекинда, 
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чисто синтетическаго, и на томъ основаши, что синтезъ троебуетъ 
опоры въ предпосылкахъ его, ожидать того же отъ анализа, кото- 
рый находить не менЪе прочную опору, однако лишь въ своемъ 
развит. СлБдовало бы понимать, что вообще все, соотвЪтотвую- 
щее одному изъ этихъ опредфленй, не свойственно другому, 
взаимно. ВЪль, при подобной односторонности исключительно син- 
тетическихь сужденй, было бы неизбЪжно, при р$шенши всякаго 
новаго уравненя, предварительно знать вс свойства ого неиз- 
вЪстнаго и свойства лЬйствй съ нимъ. Если бы такъ думали веЪ 
математики, то не существовали бы ни высшая алгебра, ни теор!я 
интегрированя уравненй, да и весь выспий математический ана- 
лизь не получиль бы такого, не подходящаго ему, названя. 
Возвращаясь, однако, къ сущности разбираемаго элементарнаго 
вопроса, зам5чу еще, что ученики моей школы, не имя поводовъ 
отвергать аналитическое опредЗленме и зная уже, въ этомъ пер1о- 
дЪ обучешя, числовое выражене теоремы Пиеагора, не повфрятъ, 
какъ русскому, такъь и французскому авторитету, ни въ томъ, что 


у? нельзя возводить Въ квадратъ по данному для этого числа 


опредЗленю, которое въ томъ и состоитъ, что (/2)—=2, ни тому, 
что разсматриваемое число, выражающее отношене дагонали 
квадрата къ его сторон, представляеть скорзе „способъ словес- 
наго выраженя“, чЪмъ сознаваемую умомъ и представляемую геоме- 
трически реальность. Не повфрять мысляше ученики и тому, 


что \/2 можеть считаться ббльшимъ или равнымъ \60 и что уста- 
новлеше истиннаго взгляда на неравенство этихъ чиселъ зависить 
отъ болЪе или менфе капризнаго полюбовнаго соглалиеня ученыхъ. 


Критика учебника алгебры. 


Приступая къ разбору первой части учебника алгебры, преде$- 
датель Уч. Ком. Мин. Нар. Просв., академикъ С. начинаетъ съ са- 
мато заголовка книги, съ ся оберточнаго листа. Его возмущаетъь 
то обстоятельство, что на этомъ лист указано 8-е издаве, пе- 
репечатанное безъ измнен!я съ 4-го, и онъ восклицаетъ: [Для 
чего авторъ счель нужнымъ сдфлать такую отмфтку на новомъ 


издан? Одно изъ двухъ: или авторъ считаетъ свой учебникъ до- 
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веденнымъ въ четвертомъ издани до извфетной степени совер- 
шенства и потому не нуждающимея въ пересмотр и. улучшени, 
или онъ махнулъ‘рукой на свое дфтище, признавъ его неисправи- 
мымъ и предоставивъ ему влачить свое существован!е, пока находятся 
покупатели]. Замчу на это, во-первыхъ, что и въ самомъ дВль, 
я считаю свой учебникъ, особенно въ первой его части, доведек- 
нымъ до наличнаго совершенства. Единетвенно, что я признаю’ 
нужнымъ, это — изложить нЪфкоторые отд$лы болБе простымъ и 
распроетраненнымъ  языкомъ, и надЪюсь это сдфлать въ недале- 
комъ будущемъ. Во-вторыхъ, напомню читателю факты: то самое 
руководство ариеметики, изложеше котораго признавалось Уч. Ком. 
образцовымъ, рекомендуемымъ, было впослВдетвш запрещено; тотъ 
самый учебникь алгебры, который въ четвертомъ издаши быль 
одобренъ какъ руководство, оказалея, даже въ перепечаткЪ его 
безъ всякихъ изм$ненй, также запрещеннымъ. По н$которымъ дан- 
нымъЪ, мною своевременно учтеннымъ, я предвидЪлъ такое, въ суще- 
ствЪ лично пристрастное, а по формЪ$ безконтрольно искажаемое 
отношен!е къ моимъ книгамъ, и не хотлъ пока давать опору 
такому отношеншю, даже малЪйшими изм$ненмями того, что было 
раньше высоко оц$нено. 


Безотвфтетвенный въ дЪлЪ казенной апробащи учебныхь книгъ, 
предсЪдатель Комитета продолжастъ зат$мъ: [НерЪдко бываетъ. 
нуженъ довольно сильный стимулъ. въ видЪ условнаго лопущеня 
къ школьному употребленю учебника въ одномъ изъ послфдую- 
щихъ издан, что равносильно угроз$ недопущеня новаго изда- 
шя,—чтобы наконець авторъ удосужился пересмотр$Ъть, выправить. 
и освЪжить свой трудъ]. Подобное заявлене въ рецензи моей 
книги совершенно неумЪстно. ВЪль, критикъ знаетъ, что приетраст- 
ная и мало грамотная реценз1я второй части этой книги, выпол- 
ненная профессоромъ В., не заставила меня признать указанныя 
имъ поправки, кром$ двухъ, вБрно отм$ченныхъ, недосмотровъ. 
Я не разъ уже показывалъ, что больше дорожу своей научной 
совЪетью и несомнфнной, хотя пока для меня, своей исторической 
ролью, чЪмъ благоволенмемъ Комитета и вытекающей изъ этого | 
доходностью книгъ. Пока мнЪ не укажутъ дЪйствительно полез- 
ныхь въ научномъ или педагогическомъ смыслЪ улучшен, буду 
продолжать т$ же изланя, все же расходяпияся, хотя въ неболь- 
шомъ’ числЪ экземпляровъ, и вмяюпия благотворно на ходъ пре- 
подавая. | 
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Столь же, по моему, неумЪстно, г. С. заявляетъ: [Въ наше 
время, когда на разныхъ языкахъ существуеть множество учебни- 
ковъ по всёмъ предметамъ, каждый учебникъ будеть неизбЪжно 
въ большей своей части компилятивнымъ, — все равно, назоветъ 
ли авторъ т пособя, которыми онъ пользовалея, или скромно (2) 
умолчитъь объ этомъ....] Насколько мои труды компилятивны, чи- 
талель видить самъ, между прочимъ, по тфмъ отмЪткамъ ихъ от- 
личя оть другихъ, которыя указаны мною въ предтествующихъ 
главахъ. КромЪ того, вопросъ объ этомъ р%Ъшитъ впослЗдетви 
истор1я математической литературы. 


Развивая вышеотмченный взглядъ на характеръ учебниковъ, 
академикъ С. продолжаетъ: [Поэтому нельзя непремЪнно требовать 
отъ учебника оригинальныхъ мыслей и пр!емовъ; оригинальность 
свойственна таланту и можетъ проявиться въ научныхъ (2) рабо- 
тахъ; оригинальничанье же, даже и въ небольшомъ количествЪ, 
довольно противно]. Подобныя предпосылки рецензи, еще не на- 
чатой и, какъ увидимъ, нисколько не оправдывающей ея ветупи- 


тельнаго тона, вынуждаютъь и меня заговорить иИнымЪ, чЪмъ я 


велаль бы, языкомъ. Во всякомъ случаф, то, что я выскажу, бу- 
детъ основано не на втиран!и очковъ читателю, а на ясныхъ и, 
полагаю, безспорныхъ доказательствахъ. 

РЪшивъ разнести окончательно учебникъ алгебры, офищальные 
критики распред$лили свой трудъ по обЪимь частямъ его и вы- 
ступили въ разныхъ роляхъ, дополняющихь одна другую. Профес- 
соръ В., авторъ невозможнаго вычиташя и каллиграфическаго 
опроверженя опредЪлен1я Коши, оказалея тонкимъ знатокомъ ма- 
тематики. Академикъ С., логика котораго, какъ мы видВли, имЪетъ 
особую способность м$няться съ переходомъ отъ одной страницы 
разсужденя къ другой и примфнять выводы одного поняйя къ 
другому, взялся за роль учителя словесности и самаго элементар- 
наго пропедевта. Однако, начали они свою критику сразу несо- 
глаено: Г. В. сь первыхъ словъ заявиль: [Учебникъ г. Ш. напи- 
санъ простымъ и яснымь языкомъ, но къ сожалф нию не свободенъ 
оть погр$5шностей, изъ которыхъ н%Ъкоторыя представляются су- 
щественными]. Акадомикъ С., наоборотъ, не указываетъ почти ни- 
какихъ научныхъ погрЪшностей, но въ каждой фраз книги ви- 
дить неумВнье съ моей стороны правильно по-русски выражаться 
и находить вс мои объясненя совершенно непонятными для уче- 
никовъ, говоря, напр., такъ: [ели уже изъ изложеннаго можно 
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видЪть, что авторъ не обладаеть умЗньемь ясно и точно выра- 
жаться и чувствуеть какое-то особое пристрасте ко введению. 
совершенно не нужныхъ терминовъ, то можно ожидать, что при 
выяснени дЪйствительно трудныхъ поняти онъ потратить много 
словъ, но едва ли будетъ въ силахъ внушить ясныя и точныя 
представления]. 
Настоящую главу я посвящу оц нкЪ русско-литературной и про- 
педевтической критики академика С.. Научные взгляды профессора В. 
будуть короче и ярче опфнены при совмфщени ихъ въ сфер 
алгебры и тригонометрии. Итакъ, читатель, отвлечемся на время 
отъ научной математики. Предлагаю Вамъ стать на точку зря 
стилиста словесника и учителя дЪтей младшаго возраета. 


Первое литературное обвинеше, предъявляемое мнЪ, состоить 
ВЪ ТОМЪ, ЧТО ВЪ наименованяхъ числитель, знаменатель, мно- 
житоль, дЪлитель я уподобляю винительный падежъ не име- 
нительному, а родительному, говоря, напр., „умножить чиелителя“, 
а не числитель и т. под.. Высказавъ это обвинсше, г. С. добав- 
ляеть: [Въ нашему удивлен, такой выдающийся знатокъ русскаго 
языка, какъ покойный профессоръ Буслаевъ, въ своемъ учебник® 
грамматики, исходя изъ соображевшй о значени суффикса тель, 
рекомендуетъ говорить: умножить числителя на знаменателя]. 
Итакъ, прежде всего, въ вопросЪ грамматическихъ правилъ, ака- 
демикь математики опровергаетъ имъ самимъ признаваемато уче- 
наго словесника. Я признаю свою вину въ томъ, что поступаю 
по указаншю г. Буслаева, считая въ данномъ вопросф его мн®не 
болБе авторитетнымъ. Сверхъ того, прибавлю отъ себя слБдующее 
соображеше: Если вообще принято въ словахъ еъ суффиксомъ 
тель иногда уподоблять винительный падежъ именительному, го- 
воря, напр., составить указатель, купить путеводитель, иногла же 
родительному, говоря — позвать служителя, слушать учителя, то 
въ малематикв нужно ‘избрать тотъ способъ выражешя, который 
обусловливаеть полную опредЪленность и точность рзчи. Пред- 
лагаю г. критику разобрать сказанную на его языкВ фразу: „при. 
преобразован!и лвухъ дробей числитель первой замЗняетъ знаме- 
натель второй“. Въ русской рЪчи очень часто упоминаютъ допол- 
нене раньше подлежащатго, & въ виду этого предыдущая фраза 
вполнЪ неопред$ленна, такъь какъ читающему ее невозможно рЪ- 
шить, „числителя ли первой дроби замЪняетъ знаменатель второй, 
или числитель первой замфняеть знаменателя второй“. Въ точной 
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р%чи подобная двойственность заключеня недопустима. Полагаю, 
что спещалисть словесности, дФлая свое указане, понималъ подоб- 
ныя тробованя ясной рЪчи, а спешалистъ математики долженъ 
быль бы еще скорЪе заботиться о томъ же. 


Высказавь предыдущее обвинене, г. С. начинаеть подробный 
разборъ первыхъ страниць учебника. Въ первомъ пункт моего 
введеня я говорю: „При р$шен1и вопросовъ о числахъ по- 
лезно иногда обозначать числа не цифрами, а буквами“. 
Критикъ возражаеть на это: [Ученику извфстно, что при деся- 
тичной систем счисленмя только девять первыхъ натуральныхъ 
чисель обозначаются особыми цифрами, съ прибавлешемъ къ кото- 
рымъ нуля и еще двухъ знаковъ черты и запятой... въ ариеметикЪ 
выражаются письменно всЪ цзлыя и дробныя числа. СлЪдуя спо- 
собу выражен автора, ученикъ можетъ сказать, что въ русскомъ 
языкЪ веЪ слова обозначаются буквами, что едва ли одобритъ учи- 
тель русскаго языка]. Съ своей стороны, думаю, что только пре- 
подаватель китайскаго языка могъ бы извлечь изъ процитирован- 
ной моей рЪчи указане на обозначене каждаго числа особой 
цифрой, какъ и каждаго слова одной буквой. Въ русскомъ языкЪ 
выраженя „обозначаются цифрами“ однозначуще съ выраженшемъ 
„обозначаются посредетвомъ пифръ“. Едва ли, напр., неправильно 
сказать, что н5-мецюя слова часто обозначаютъ латинскими буквами. 
Очевидно, самъ критикъ чувствовалъ не полную законность своего 
вывода, такъ какъ для подкрЪзплевя ого прибавилъь къ моей р%чи 
несодержащееся въ ней слово „особыми“. 


Начиная въ своемъ учебник разъяснять пользу введевшя буквъ, 
я указываю н$околько четныхъ чиселъ, именно, 2, 14, 36, 8 и, 
заявивъ, что чисель такихъ безчисленное множество, составляю 
ихъ общее выражеве 2а, полагая а цЗлымъ числомъ. Также ука- 
зываю н3Ъеколько чиселъ, дЪлящихся на 3 съ остаткомъ 2, какъ- 
то 11, 5, 32, 47 и даю общее выражене За--2, опять при а цзломъ. 
Г. С. упрекаеть меня въ томъ, что.я этимъ показываю расши- 
рен!е или обобщен!е понят1я, не объяснивъ ученикамъ, что 
значить „расширить или обобщить“, а въ приведенныхъ двухъ 
примЗрахъ онъ никакого обобщеня не признаетъ. СожалЪю, что 
на этотъ разъ не дана поправка моей рЪчи по. способу самого г. С.. 
Кажется, всякому должно быть яено, что переходъ отъ частныхъ 
примфровъ четныхъ чисель къ выраженю 2а есть обобщеше, и, 
думаю, самъ критикъ называеть указанное выражене общимъ 
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видомъ любого четнаго числа. При упомянутомъ переходЪ частные 
признаки отдЪльныхъ чиселъ 2, 14, 86, 8 утрачиваются, а это и 
есть признакъ расширеня понят!я или обобщен1я.—Далфе, опираясь 
на то обстоятельство, что произведенше 2а я написалъ безъ точки 
умножен!я, г. С. находить, что ученики будуть читать написанное 
выражен!е не какъ два а, а двадцать а. Полагаю, однако, что 
для этого ученики должны быть 06060 выдрессированы 60 сто- 
роны усвоеня десятичной системы, да кромЪ того въ учебник, 
какъ мой, повторительномъ, догматическомъ, подобный недосмотръ 
вообще не могъ бы привести къ недоразумВн!ю. 


Въ пунктЪ третьемъ введеня я говорю: „Обозначен!е чиселъ 
буквами позволяетъ наглядно выражать обшйя свойства 
чиселъ и дЪйств!й съ ними. По мн%н!ю г. С., въ моихъ словахъ 
проявляется не хоропий руссюй языкъ, такъ какъ сл$дуеть гово- 
рить: дЪйстия надъ числами, & не съ числами. ВКритикъ даже 
060бо издфвается надъ такой рЪчью, придумывая фразы съ дву- 
кратнымъ повторенемъ съ, какъ то: [Мы изучаемъ съ ученицами 
дъйствя съ дробями] и т. под.. ЗамЪчу, что, хотя и не благозвучны 
подобныя, нарочно придуманныя, сочетания словъ, все же суть дЪла 
вЪ томъ, что говорить по способу г. С. можно было раньше, при 
не отчетливомъ представлеши о математическомъ дЪйстви; при 
точномъ же пониман!и смысла иЪйств!я нужно выражаться по моему. 
Въ примЗрахъ дЪйствй 6-2, 6—2, 6.2, 6:2, можно говорить, 
что дЪйствя производятся съ числами 6 и 2, понимая, что оба 
эти числа считаются данными. Но, употребляя предлогъ надъ, 
нужно понимать, что во всзхъ указанныхъ выражешяхъ дЪйетия 
производятся надъ однимъ числомъ 6, второе же число 2 указы- 
вастъ, вмЪстЪ со знакомъ, самый характеръ дЪйстня. Обратно, 
въ выраженяхъ 2--6 и2.6 дЪйстня производятся надъ числомъ 2, 
а характеризуются знакомъ и числомъ 6. Наконецъ, понимая 
6—2 и 6:2, какъ сравнешя, разностное и кратное, опять таки 
правильнЪе говорить, что эти сравненя производятся съ чиелами 
би 2, а но надъ этими числами. Дифференщальное исчислене 
прекрасно отт$няетъ ту же точность различеня понят, указывая, 
что функщя д”, въ которой операщя производится надъ однимъ 
основамемъ, имЪетъ. производную 75” 1, а функщя т”, въ кото- 
рой операшя производится надъ показателемъ, даетъ совебмъ 
другую производную и”Гот. Функщю же ©), въ которой дЪй- 
стве, дЪйствительно, выполняется надъ обоими числами сразу, то же 
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дифференщальное исчислене ясно отм$ чаетъ, какъ исключительную, 
для которой и производную нужно искать косвеннымъ путемъ. 


Въ томъ же пункт своихь возраженй, г. С. поучаетъ меня, 
что нужно принимать услове а-- 0О—==а, какъ и друпя относительно 
дйствй съ нулемъ, потому что [въ ариеметикЗ нуль не считается 
числомъ]. Критикъ, какъ и многе друге, не считаетъ нуль чис- 
ломъ, судя же по раньше сказанному, не считаеть и цифрой, а 
просто отд$льнымъ знакомъ, что однако не мфшаеть ему склады- 
вать отвлеченное число съ такимъ графическомъ объектомъ. Онъ 
также долженъ считать вычитан!е, при равенств® двухъ данныхъ 
чиселъ, невозможнымъ, потому что, ожидая всегда при вычитани 
получить число, мы въ этомъ случаф такового не получаемъ, и 
вообще понятна солидарность критика съ профессоромъ К.. Ака- 
демику, между прочимъ, нравится сравнеше, сдЪланное Гессе, нуля 
съ Мефистофелемъ [который одни законы признаетъ, а друше 
отвергаетъ], и, упомянувъ объ этомъ, онъ укоряетъ меня за то, 
что я держусь другого взгляда. ДЪйствительно, у меня по этому 
поводу иное мн%не, хотя я не прочь согласиться, что только Ме- 
фистофель сум$лъ бы объяснить сосдинене умственной абстракщи 
съ графическимъ знакомъ и ухитрялся бы доводить мыслителей 
до признаня, что вычитанме 5—5 невозможно. 


Въ пунктЪ Гу введеня у меня сказано: Обозначен!е чиселъ 
буквами облегчаетъ доказательство теоремъ о числахъ 
и изсл$ дован!1е свойствъ чиселъ. Г. С. заявляетъ, что слово 
теорема объясняють лишь въ четвертомъ классЪ въ куреЪ геоме- 
три. Этимъ констатируется фактъ, что въ системЪ обучешя, направ- 
ляемаго Уч. Ком. Мин. Нар. Просв., всю ариеметику и часть алге- 
бры объясняютъ безъ всякаго упоминаня о томъ, что такое мате- 
матическая теорема, а, слЪдовательно, и безъ всякаго логическаго 


 обосноваюя свойствъ чиселъь и дЪйствй съ ними. Я же съ своей 


стороны признаю, что ученики способны не только зубрить прави- 
ла, но и понимать ихъ логическое. обосноваше, а въ виду этого 
объясняю поняте о теорем въ самыхъ началахъ ариеметики. 

Въ разематриваемомъ пунктЪ моего введевшя я, для разъясненя 
того, какъ употреблене буквъ упрощаетъ, конечно, съ внЪшней сто- 
роны, доказательство теоремъ, вывожу изъ пропорщши «—6==— 4 


ея общее свойство суммы среднихъ и крайнихъ, чЪмъ, между про- 


чимъ, навожу учениковъ на идею перенесевшя членовъ равенства 
изъ одной части въ другую. Г. С. дЪлаеть изъ этого и изъ упо- 


мм 


минаня въ значительно дальнЪйшемъ, именно, въ теор равенетвъ, 
о такомъ же доказательств возможности перестановки членовъ, 
что къ разностной пропорщи, изгнанной Уч. Ком. изъ ариеметики, 
я чувствую [влеченье, родъ недуга]. Читателю достаточно срав- 
нить, это заявлене съ тфмъ обетоятельствомъ, что, фактически, я 
гораздо раньше освободилъ ариеметику не только отъ разностной, 
но и отъ кратной пропорщи, и своими пр1емами р$фшеншя задачъ 
вызываю, коночно, со стороны учениковъ естественную антипалию 
къ пропорщямъ, какъ совершенно лишнему въ ариеметик$ балласту. 
Очевидно, г. С. моей ариеметики вовсе не читалъ. Однако, она, 
полъ его предсфдательскимь направлешемъ критики въ Комитет», 
запрещена одновременно съ алгеброй. 


Въ томъ же пункт я отыскиваю двузначное число 10%--у подъ 
нфкоторымъ простымъ условемъ и прихожу къ равенству х—у=1, 
показывающему, что въ искомомъ числЪ число досятковъ должно 
быть на единицу больше числа простыхъ единиць. Рецензентъ, 
заявляя правильно, что я даю неопредЪленное уравнене, находить, 
что это для учениковъ слишкомъ преждевременно, т.-е., значить, 
что подыскиван!е чисель 2 и |1, Зи ит. д., до 9 и 8, для на- 
чинающихь алгебру и уже изучившихъ всю ариеметику, недоступ- 
но. Въ пунктЪ же второмъ, упрекая меня за то, что я упоминаю 
о безчисленномъь множеств® четныхь чисель, тоть же критикъ 
говоритъ: [казалось бы, поняте о „безчисленномъ множеств$“ 
нельзя считать прирожденнымъ, и потому автору необходимо было 
или опред$лить его или обойтись безъ него.... Ученикъ можеть 
разсудить, что изъ каждаго цфлаго числа получается четное: по- 
этому четныхъ чиселъ столько же, сколько цфлыхъ; но четныя 
числа составляють часть цфлыхъ, чередуясь въ натуральномъ ряду 
съ нечетными]. Изъ первыхъ словъ критика видно, что онъ не. 
имфль бы ничего противъ того, чтобы поняе о безконечности 
было опред$лено (какъ,—нужно его спросить) на первыхъ стро- 
кахъ алгебры. Но зогика г. С., перевертывающаяся, какъ мы ви- 
дБли, вообще со страницы на страницу, на этолъ разъ дфлаеть 
свою эволющю на протяжении близкихъ межлу с0бою, вышеука- 
занныхъ, строкъ его возраженя. БЪдь, если ученики, хотя и 
не способные р$шить, въ предФлахь перваго десятка, ур-е 
1—1—=1, но разсуждающие съ Бертрановскимъ остроумемъ о без- 
конечностяхъ разныхъ комплексовъ, выразятъь свой остроумный | 
выводь математическими знаками, то они, какъ разъ, и раскроють 


А В 
математическое понят! о безконечности, вакъ о числЪ не опред$- 


©®) 
ленномъ, удовлетворяющемъ равенству > — © и ему подобнымъ. 


Въ трогательной заботЪ объ интересахь учениковъ, г. С. лучше 
желаетъ, чтобы они понимали „безчисленное множество“ въ смыелЪ 
гнЪвной мамаши, твердящей своему шаловливому сынку: [я тебЪ 
безчисленное множество разъ повторяла, чтобы ты сидЪлъ смирно]. 
СОъ этимъ пожеланемъ для началъ алгебры и я соглалиаюсь. Не 
могу только не замЪтить, что, упрекая меня въ употребленши даже 
лишнихЪ, по его мнЪню, но отдЪльныхЪ, еловъ, критикъ самъ 
даеть прим5ръ боле развЪтвленнаго излишества въ своихъ до- 
полнительныхъ указаняхъ. 


Разбирая пункты У и УТ введеня, поясняющие, что обозна- 
чен!е чиселъ буквами ведетъ къ обобщен!ю выводныхъ 
задачъ, ршаемыхъ прямыми разсужден!ями отъ данныхъ 
чиселъь и то же обозначене упрощаетьъ рЪшен!е разбор- 
ныхъ задачъ, р шаемыхъ косвенными разсужден1ями отъ 
искомыхъ чисель, г. С. восклицаетъ: [Признаемся, мы никогда 
не слыхали, чтобы задачи раздЪлялись на выводныя и разборныя. 
Можно себЪ представить изумлене ученика, когда онъ безъ труда 
рёшить выводныя задачи автора косвеннымъ разсуждешемъ отъ 
искомаго, & разборныя—прямымъ разсужденемъ отъ даннаго]. Ко- 
нечно, критикъ, вторично сознавиийся, что онъ не читалъь моей 
ариеметики, хотя и составиль о ней отрицательное мн не, знаетъ 
только употребительное до свихъ поръ разд$леше „ариеметиче- 
скихъ“ задачъ на ариеметическя и ....„алгебраичесня“. Во всякомъ 
случа, замчу, что не только ученикъ, но и самъ академикъ не 
суметь переставить способы разсужденя въ рёшени такихъ за- 
дачъ иначе, какъ мало понятной, искусственной поттасовкой, ко- 


_торой неестественность и крайнюю натянутость я берусь обнару- 


жить, предлагая сдфлать гласную пробу. 


Посл изложения пяти пунктовъ съ десятью примфрами, объяс- 
няющими пользу введеня буквъ тЪмъ, что буквенное обозначен 
расширяетъ числовыя поняття, дасть средства выражать общая 
свойства чиселъ и дЪйствй съ ними, облегчаетъь доказательство 
теоремъ и изелВдован!е свойствъ чиселъ, обобщаетъ синтетическя 
задачи и упрощаеть ршеше аналитическихъ задачъ, я даю опре- 
дЪленше алгебры въ такихъ словахъ: Алгебра имфетъ цЪлью 
обобщать способы для р$ё шен1я ариеметическихъ вопро- 


К АА 
совъ, а также и самые вопросы. Рецензентъ, выписывая это 
опред$леше, заявляетъ: [Ученикъ заучитъ это безъ труда. А что 
онъ пойметъ?]. Во всякомъ случа, ученикъ изъ приведеннаго, 
единственно правильнаго, опред$лен!я алгебры, пойметъ хотя ть 
наведения, которыя указывались во всЪхъ только что указанныхъ 
пунктахъ. Но что онъ пойметъ, напр., изъ опредфленя, даннаго 
авторомъ извЪетнаго руковолства алгебры, профессоромъ Д., и 
гласящаго: „Алгебра учитъ разсуждать о величинахъ“. Конечно, 
не только алгебра, но рЪшительно всЪ математическя науки, —и 
чистыя, и прикладныя, учатъ разсуждать о величинахъ. Можетъ 
быть, критикъ, превозносяпий вообще иностранные учебники, по- 
рекомендуеть мнЪ, напр., опредЪлене профессоровъь Бореля и 
Мантеля, которые главной цълью элементарной алгебры указываютъ 
сокращенное, сравнительно съ ариеметикой, изложене общихъ 
разсужденй и формулировку общихъ правилъ. Но лично я сомн$- 
ваюсь, чтобы въ алгебр короче, чЪмъ въ ариеметикЪ добывались 
и примЪнялись—правила умноженя и дЪлевя многочленовъ, на- 
хожденя общаго наибольшаго дЪлителя и наименьшаго кратнато, 
сокращеня и приведеня къ одному знаменателю дробей много- 
членовъ, извлеченя изъ многочленовъ корней квадратныхъ и ку- 
бичныхъь и т. под.. 


Въ предыдущей главЪ я упоминалъь уже объ отношени рецен- 
зента къ установленному мною раздЪленю понятй-—-выражеше и 
формула. Между прочимъ онъ говоритъ: [У ученика можетъ воз- 
никнуть вопросъ, для чего соединен1ю чиселъь или выражен по- 
средствомъ знаковъ соотношенй не присвоено просто назваше 
соотношеня, а дано новое иностранное назване? А что и посл 
того равенство будетъ называться равенствомъ, а неравенство— 
неравенствомъ, это топташе на м$стЪ ученика можеть, конечно, 
только порадовать]. По ясной русской рЪчи г. С., „соотношене“ 
(олно) выражается посредетвомъ „знаковъ“ (н$сколькихъ) соотно- 
шеня. значить, рЪчь идетъ о какомъ-либо единственномъ соот- 
ношен!и въ родЪ ....а=0>>с<@, въ которомъ могутъ входить всЪ 
три знака соотношения. Ради чистоты русскаго языка предлагается 
изгнать иностранное слово—формула. Нужды н$Ъть, что для этого 
пришлось бы переписать заново рЪ»шительно всф математическя 
сочинешя. Не нужно смушаться и тзмъ, что „воотношешемъ“ 
будеть называться тогда и объектъ мыели, т.-е. соотношене само 
въ себЪ, и объектъ зрЗвя, т.-е выражеве мыслимаго соотношевшя 


_ графическими. знаками. На языкЪ критика будутъ говорить: „Обо- 


значене всякаго соотношенйя чиселъ поередствомъ знаковъ, выра- 


 жающихъ это соотношене, называется соотношенемъ“. Это не 


будеть топтаемъ на мЪет и даже будетъь радовать учениковъ. 
ВЪдь, именно, въ ихъ интересахъ г. С. вообще протестуетъ про- 
тивъ употреблешя „лишнихъ“ словъ, какъ и противъ частаго, 
по крайней мБрЪ, раздЪлевя, хотя бы и разнородныхъ, понят. 

По поводу пункта ХШ введения, г. С. цитируетъь мои слова, 
уснащая ихъ поправками: степени раздЗляются [различаются?} 
по величинЪ показателя [а основан1я?]. Приходится указать 
знатоку русскаго языка, что „различаются“ степени, дЪйствительно, 
и по величин показателя, и по величинЪ основашя, но я говорю, 
не о „различени“ степеней, какъ 23, 3? и т. под., а о разд лени 
ихь на квадраты, кубы, четвертыя, пятыя, почему и употребляю 
слово разд ляются. | 

Ту же неумЪетную поправку моихъ словъ критикъ дфлаеть и 
но поводу раздЪлеюмя корней по величинЪ показателя, обнаружи- 
вая своей двукратной ошибкой, что посл$дняя не случайна, а 
объясняется неум$ньемъ, именно, съ его, & не съ моей стороны, 
владфть точной словесной р$зчью. Отм$тимъ опять, что „разли- 
чаютея“, какъ поправляеть меня критикъ, корни также и по ве- 
личинЪ подкоренного числа. Между тБмъ, ничто же сумняшеся, 
г. С. заявляетъ: [ЗдЪеь, какь впрочемъ и во многихъ другихъ 
учебникахъ, удивительная путаница выражен; но евли обратиться 
къ Эйлеру или къ современнымъ иностраннымъ учебникамъ, то 


можно узнать, что 'Уа называется и—нымь корнемъ изъ а; а если 
4 откинемъ, то останется знакъ и—го корня; ни о какомъ „пока- 
зател корня, ни о „степени“ корня не должно быть и рЬчи]. 
Въ дЪйствительности, „здЪсь“ обнаруживается не путаница моего 
и другихъ русскихъ учебниковъ, а прежде веего новая между- 
строчная эволюшя логики г. С.. Только что было заявлено, что 
степени и, значить, также корни различаются не только по ихъ 
показателю; тенерь, въ указан на то же различене, подкоренное 
число а отбрасывается, какъ лишнее. Конечно, рекомендуемый 
сповобъ названя корней можно принять для краткости р$чи, хотя 
порядковый счетъ корней теряеть признакъ самаго’ опредфлешя 


поняшя о корнЪ, т.-е. равенства (Уа)"=а. Но интересно, какъ 
Эйлеръ и современные иностранные авторы стали бы строить 


теор!ю корней, если бы на нихъ распространялось предписане 


Я 


нашего академика „не говорить о степени корня“, т.-е. именно о 
предыдущемъ равенствЪ. выражающемъ опред$ленше понятия. 


ЦЪлую страницу рецензи г. С. посваящаетъ смакованю откры- 
той имъ, видимо, только у меня разнорЪ$чивости въ опред$лент 
коэффишента, выраженной, между прочимъ, въ томъ, что я говорю 
и о коэффищентЪ выраженя, и о коэффищентахъ уравнен1я, въ чемъ, 
однако, слЗлую общепринятому обычаю. Иронизируя надъ также 
употребительными, но только мнз приписываемыми, названями 
коэффишентовъ квадратнаго уравнен!я — первымъ, вторымъ и тре- 
тьимъ, а также—среднимъ и крайними, критикъ предлатаетъь мнЪ 
назвать коэффищентъь а „крайвимъ лвымъ“, а с „крайнимъ пра- 
вымъ“. Онъ сожалеть также, что я не додумался ввести еще 
особыя названя для коэффищентовъ уравневй 3-й и 4-й степени. 
Въ торжественномъ заключени страницы дается мнф указаюме на 
общее, якобы, опредБлеше коэффищента, выписанное текстуально 
изъ новзйшаго нзмецкаго учебника и въ переводВ такое: [Часто 
называютъ также одного изъ двухъ множителей, обыкновенно того, 
которому въ данномъ вычисленми придають меньший интересъ, 
коэффищентомъ другого, именно опред$ленное число въ произве- 
денши изъ одного опредЗленнаго и другого неопредЪленнато числа). 
Разум$ется, если бы я высказаль такое опред$лен1е, то критикъ, 
судя по его общей манерз, перем нилъ бы свой фронтъ съ край- 
ней правой позищи на крайнюю л$вую и потребовалъ бы у меня 
объясненя того, какъ часто примЗняется такое опредЪлеше, какъ 
измвняется оно въ необыкновенныхъ случаяхъ, какъ матема- 
тически оцЪнивается интересъ множителя и т. под.. Въ духЪ 
постоянной, и, на этотъ разъ, справедливой заботливости объ 
ученикахъ, тотъ же г. С., вЗроятно, опротестоваль бы изложеше 
въ самомъ началЪ алгебры такого опред$лен1я, которое ученики 
могутъ понять и оцзнить только въ очень дальнфйшемъ. Нако- 
нецъ, можеть быть, онъ додумался бы и до того, что сказанное 
опредЗленше все же не исключаетъ термина коэффищенты уравне- 
н1я, какъ видно изъ формулировки многихъ теоремъ высшей ал- 
гебры, напр., такой извЪетной теоремы: всякая симетрическая функ- 
щя корней алгебраическаго уравненя выражается рацюнально 
черезь коэффищенты того же уравнен!я. 

Покончивъ съ введешемъ въ алгебру, г. С. переходить къ уета- 
новленю понятя объ алгебраическомъ, положительномъ или отри- 
цательномъ, количеств$. Въ предыдущей главЪ, разбирая самъ ка- 


ОЕ 


чества моего учебника, я старался указать читателю особую от- 
четливость и кралкость упоминаемаго ученя въ предложенной 
мною для него системЪ. Критикъ, наоборотъ, считаетъь мое изло- 
жене образцомъ сумбурнаго словопреншя. Доказательства съ его 
стороны заслуживаютъь особой оцфнки. Я говорю: Если при р3- 
шен!и числового вопроса мы обращаемъ вниман!е только 
на размЪ ръ числа, т.-е. на то, сколько въ разсматриваемомъ 
числ единицъ или долей единицы, то число называется 
безусловнымъ или абсолютнымъ. Г. `С. возстаетъ, во-первыхъ, 
противъ термина разм$ръ числа, заявляя вмЪетЪ съ вообра- 
жаемымъ ученикомтъ, что размёръ числа всегда выражается самимъ 
числомъ, и, значитъ, какъ прилично только капризному ученику, 
игнорируя то, что туть же, въ этомъ пунктЪ объяснешя, я указы- 
ваю отрицательныя числа, размЪры или модули которыхъ отнюдь 
не выражаются самими этими числами. Въ только что разобран- 
номъ замЪчани о коэффищент$В, требовалась отъ автор» учебника 
алгебры такая общность объясняемаго понятя, которая охваты- 
вала бы и коэффищенть корня, ‘и коэффищенть интеграла. Теперь 
не разр$шается, говоря о числ, подразумЪ вать ни алгебраическое 
количество съ его направляющимъ знакомъ, ни мнимый комплексъ 
съ его модулемъ, хотя по терминологи г. С. всЪ эти объекты на- 
зываются, именно, только числами. Понятно, такая манера критики 
можеть быть прим$няема при всякихъ оботоятельствахъ, но, ко- 
нечно, не заслуживаетъ почтительности. 


[Предложимъ], говоритъ критикъ, [ученику рЬшить такую зада- 
чу: со вчералиняго дня температура воздуха поднялась на 5 град. 
и сегодня термометръ показываетъ 2 град. тепла; сколько онъ по- 
казывалъ вчера. Ученикъ составитъ уравнене х--5=2 и вЗроят- 
но догадается, что вчера было 3 град. мороза, & вскорЪ узнаетъ, 
что ршенше уравненя будеть —3 град.. И воть, обращаясь къ 
объясненю автора безусловныхъ чиселъ, онъ скажетъ: осяи мы 
обралщаемъ внимане только на размфръ числа —3, то к мъ-то 
оно называется безусловнымъ]. ЗдЪсь интересно то, что уже не 
кЪмъ-то, & академикомъ математики корень уравнешя 2+ 5=2 
признанъ не отрицательнымъ количествомъ, а абсолютнымъ 
числомъ, при вычислени котораго мы, якобы, обралщаемъ вни- 
ман1е только на модуль результата. Также 2 градуса тепла пред- 
писывается теперь считать величиной абсолютной, потому что, 
по внушен!и ученику, онъ во всемъ этомъ прим$рЪ вычисленя 


Я 


долженъ усматривать одни модули чиселъ. ЛВиствительный сум- 
буръ понят! нашего академика развивается дальше еще полнЪе. Такъ, 
г. С. возстаеть противъ назваюмя величины народонаселеюшя горо- 
да (критикъ поправляеть—„населеня“, каковой терминъ, однако, 
можеть относиться и къ животнымъ), или длины желЪзной дороги— 
величинами абсолютными. Для оправдашя этого возраженя онъ 
замфчаетъ, что „населеше“ города можеть возрастать и. убываль, 
что длина желЪзной дороги можеть изм$няться (какъ объясняется, 
отъ прокладываня или енятля рельсъ даже гл$-нибудь между ко- 
нечными пунктами). Помимо отмфченныхь побочныхъ несообразно- 
стей, обратимъ вниманюе на самую сущность разсужденя: Изъ 
того, напр., что въ суммахъ 3537 жителей —25 жителей или 
285 версты +7 вереть числа 25 и Т прибавляютея, сл$дуетъ, 
будто бы, что первыя слагаемыя этихъ суммъ должны считаться 
не абсолютными, а направленными. Значитъ, такъ какъ величиною | 
называется все то, что можеть увеличиваться или уменьшалься, 
то всЪ величины суть направленныя, абсолютныхъь же величинъ 
вовсе нфтъ, какъ н$фтъь и безусловныхъ чиселъ. И, однако, 
туть же, переписавъ четыре указанныхъ мною задачи, изъ которыхъ 
двумя я отм5чаю роль безусловныхъ чиселъ, & другими двумя 
роль относительныхь или налтравленныхъ, г. С. заявляетъ: [Непо- 
нятно, почему къ двумъ задачамъ на числа безусловныя впона- 
добилось прибавить еще дв новыя задачи]. Таково собственное 
литературное и логическое развите главнаго руководителя мате- 
матическаго образоважя у насъ. Нетрудно понять, какъ должно оно 
отражаться на всемъ ходЪ преподаваюя. Разборъ этоть пора бы 
и закончить. Но, скажутъ, пожалуй, что я обхожу зам чаня, дЪй-_ 
‘ствительно. вЗрныя, такъ поищемъ еще таковыхъ. 


Мое заявлене о томъ, что формулы еъ абсолютными числами, 
подобныя а-(6—с)=(а--5)—с, съ точки зрЗвя ариеметики тре- 
буютъ доказательства, а въ алгебрЪ, при распространеви на ко- 
личества свойствъ перемЪстительности и сочетательности суммы, 
становятся очевидными, рецензентъ называетъь „прелестнымъ“ раз- 
суждешемъ. Пытаясь возразить, онъ пишетъ: [Ну, а съ логической 
точки зр$шя можно писать таюя вещи? Для чего же въ такомъ. 
случа учить ариеметику?] Для чего, значитъ, по той же „пре- 
лестной“ логикф, учить ариеметику, если въ ней даже простое. 
вычитане 5 —7 считается невозможнымъ? Какой смыслъ изучать 
чистый анализъ безконечно-малыхъ, если тамъ существоване про- 
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изводной и интеграла, даже для непрерывной функщи, требуетъ 
доказательства, & въ геометр!и очевидно, что уголь касательной 
къ непрерывной кривой и площадь, отграничиваемая этой кривой, 
существуютъ? 


[На стр. 15], говорить критикъ, [узнаемъ, что послЗдователь- 
ность чиселъ....—3,—2,—1, 0, 1,2, 3,....называется „нор- 
мальнымъ алгебраическимъ рядомъ количествъ“. Зам чательно, 
что вводя безъ всякой надобности множество новыхъ назван, авторъ 
только мимоходомъ, на стр. 141 упоминаетъ „о такъ называемомъ 
натуральномъ рядЪ“ 1, 2, 3,....]. Зам чательно, скажу я, вылрес- 
сированы ученики, воображаемые критикомъ. Когда нужно, они, 
читая первую страницу алгебры, уже сравниваютъ безконечность 
четныхъ чисель съ безконечностью всфхъ чиселъ натуральнаго 
ряда, и, наоборотъ, читая 15-ю страницу, забываютъ изъ ариеме- 
тики всякое поняте о рядЪ 1, 2, 3,.... 

Критикъ отм$чаетъ, что на отр. 17 стоитъ заголовокъ „ДЪйствя 
съ явными количествами“, а самое поняте о явномъ количеств 
дается въ слБдующей главЪф при сравнен!и съ неявными. Подобно 
этому, на 76-й страниц цфлый отдЪлъ озаглавленъ „Алгебра рацо- 
нальныхъ формулъ“, хотя поняте о ращональной формул отт$- 
няется дальше, при встрфчЪ съ корнями. Выходитъ, въ силу такого 
замфчания, что нельзя было бы раздЪлить всю книгу на двЪ части, 
поставивъ на обертк$ первой части заголовокъ „Алгебра рапло- 
нальныхъ количествъ“, въ отлише отъ второй части, которая 
трактовала бы объ иррапюнальныхъ количествахъ. Также, въ об- 
щемъ курсЪ тригонометр!и, прямолинейной и сферической, нельзя 
было бы распредЪлить названйя частей, не объясняя сразу значен1я 
обоихъ названий. 

Объясняя разд$лене количествъ на явныя и неявныя, я, какъ 
уже упоминалъ выше, говорю: „Если количество дано вполнЪ, т.-е. 
` числовое значенше и знакъ его извЗетны. то оно называется явно 
выраженнымъ или просто явнымъ количествомъ. НапримЪръ, + 5,—3 
суть явныя количества. Если же количество обозначено буквой 
или представлено выраженемъ, въ которомъ обозначенныя дЪйств!я 
еще не выполнены, то оно называется неявно внраженнымъ или 
просто неявнымъ количествомъ. Наприм$ръ, а, —6, а-, а 6 
суть неявныя количества“. Критикъ, цитируя эти 8 строкъ, назы- 

ваетъ изложене противнымъ по его схоластикЪ и тягучему, неяс- 
ному отилю. Полатаю, что читатель оцфнитъ такое заявлене безъ 
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уоихъ указанш. По существу, на указанное мною раздзлеше 
количествъ, г. С. возражаетъ прим$ромъ 2--1. УтБшу его призна- 
немъ, что, въ этомъ прим$рЪ, я самъ готовъ видЪть и явное 
количество, и неявное. Странно, однако. что по поводу моего раз- 
дъленя количествъ на положительныя и отрицалельныя, мнз не 
былъ, съ подобнымъ же остроумемъ, указанъ нуль, который въ ал- 
гебрЪ можетъ считаться и положительнымъ. и отрицательнымъ. 
Я признаю вполнЪ, что, въ понятяхъ первичныхьъ, исходныхъ, раз- 
нородность признаковъ не отличима. Напр., и въ цфломъ числь 
нельзя отличить счеть и отношеше. Но вЪдь дЪло въ томъ, что 
мое раздЪлене относится вовсе не къ такимъ понятямъ. А что 
раздЪлене не схоластично, а вызывается требованями научной 
логики, приведу доказательства: Напр., профессоръ Д., говорилъ, 
что всякая алгебраическая сумма, скажемъ, 3—8-25—2 содержитъ 
столько единицъ, сколько ихъ есть во веЪхъ слагаемыхъ. Въ не- 
явномъ видЪ указанной суммы, она, дЪйствительно, содержитъ всего 
18 единицъ, въ явномъ же равна —2. Также, если бы академикъ 
Е. различаль явныя и неявныя количества, то не указывалъ бы 
въ общемъ опредЗлени алгебры, что она занимается преобразова- 
шями однихъ ряцовъ дЪйстый въ друпя. Наконецъ, и самъ г. С., 
если бы удостоилъ пониманемъ то, о чемъ идетъ р$чь, то не при- 
водилъь бы вторымъ мнЪ возраженемъ, что онъ не знаетъ, считать 
ли коэффищенты уравнен!я, выраженныя буквами, явными ко- 
личествами, или неявными. Я не уподобляю понят! „явное“ и вообще 
„ланное“. Кстати, теперь самъ рецензентъ заговорилъ о коэффи- 
ц1ентахъ уравнен!я, чего прежде мнЪ не разр шалъ. Но это и 
понятно, потому что отрицане такого термина было на 9-й стра- 
ниц$ рецензи, а теперь, вЪдь, идетъ 14-я. 


Теорю общаго наибольшаго дфлителя и наименьшаго кратнаго 
я излагаю въ первой части учебника, велЪдъ за общей теорей 
двленя и, значитъ, раньше учешя объ алгебраическихъ дробяхъ. 
Это обезпечиваетъ возможность своевременно дЪлать всяюмя сокра-_ 
щен1я дробей и приведеня ихъ къ наименьшему кратному знаме-. 
нателю. При дБлеши одночленовъ и многочленовъ, приходится, 
разум$етея, говорить о дЗлеи нащфло и съ полученемъ дробей, . 
въ послднемъ случаЪ дополнительныхъ, отъ дзленя остатка, на 
дЪлителя. Конечно. ученики изъ самыхъ такихъ примЗровъ видятъ, 
что признакъ алгебраической дроби не въ числовомъ дфлителЪ, 
а въ буквенномъ, и, получая, напр., при дЪленши многочленовъ, 
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члены частнато съ дробными числовыми коэффищентами, не счи- 


. таютъ эти члены алгебраяческими дробями и не усматриваютъ 


въ такомъ обстоятельств невозможности дЪлешя нацфло. Но. 
самое раздЪлеше выраженй на цфлыя и дробныя, я формулирую 
окончательно, переходя уже къ дробямъ, и туть рецензентъь, упу- 
ская изъ виду. что аналогично всЪ поступаютъ при раздЪлеши, 
напр., количествъ на ращюональныя и иррацональныя, на дЪъйстви- 
тельныя и мнимыя, ловитъ меня, съ присущимъ ему искусствомъ, 
на кажущейся ему непослБдовательности, и на этотъ разъ съ 06о- 
бымъ торжествомъ высказываетъ свои укоры. Понадобилась зна- 
менитая фраза Д’Аламберта [идите впередъ и в$ра придетъ къ вамъ]. 
чтобы утБшить учениковъ въ томъ, что они оперировали съ ц%- 
лыми выраженями, не зная окончательнаго опредЪлемя понятя о 
цфломъ выражении. Понадобилось и 060бое дополнене къ указан- 
ной фразз [но не возращайтесь вспять], потому что тогда ученики, 
воспринимая мое указаше—при отыскани общаго наибольшаго 
дфлителя одночленовъ-—отыскивать сначала общаго наибольшато 
дБлителя коэффищентовъ, забудутъ, въ силу дисциплины, что по- 
слБдый отыскивается въ ариеметикВ для цфлыхъ только чиселъ, 
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и въ прим5рф а“ и 146 начнутъ искаль его для чисель 5 их. 


Однимъ словомъ. мн лично оставлена лишь возможность поздра- 
вить критика съ усиЗхомъ его талантливаго научнаго разбора книги. 

Проявляя въ дфлЬ такого разбора особую микроскопичность 
суждений, г. С. упускаетъ, однако, случаи дВлать мнф дЪйствительно 
серьезные укоры. Напр., по поводу доказательства теоремы объ 
умножен!и частей уравнемя на знаменателя входящей въ немъ 
дроби, онъ говоритъ только: [Мы уже цитировали рго{ез1о0п 4е 101 
автора, что то, что’въ ариеметикБ доказывается], (напомню чи- 
тателю формулу а--(6—6)=(а-Н)—с) [въ алгебрЪ, очевидно, и онъ 
остается вЪренъ себф въ общей теори равенства, въ которой, 
напримЪръ, на стр. 86, онъ безъ колебанмя заявляеть ученикамъ 
Ш класса, что „ифлое выражене обращается въ нуль, очевидно, 
только тогда, когда содержить множителя, равнаго нулю“]. Отм$- 
ченная рго{езз1оп 4е №1 моя удостовЗрена критикомъ по поводу 
одного примфра съ формулой, которую я натомнилъ, а оконча- 
тельно утверждается приводимымъ вторымъ примфромъ. Въ обще- 
жити логика заключеня отъ единицы, или, пожалуй, отъ 2 къ п 
называется женской логикой. Но не въ этомъ дзло. И не въ томъ 
оно, что на этотъ разъ дисциплинированные ученики и 
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переходятъ въ третй классъ изъ ГУ-го, такъ какъ длевше много- 
членовъ, прикосновенное по сущности къ разематриваемому вопросу, 
проходится лишь въ четвертомъ классЪ. Для этихъ учениковъ,. 
имфя въ виду одни простЪйпия опред$ленныя ур-1я, указанное 
положене ясно изъ признака дЪлимости многочлена на разность 
х—а, каковой признакъ въ моемъ учебникВ въ стать о дфлеши 
разбирается. Но, не зам$ченная критикомъ, дЪйствительная вина» 
моя въ томъ, что я этому положен придаю боле широкое зна- 
чен!е. Я очень желаль бы, чтобы кто-либо налшель для него: 
элементарное показательство при общихъ условяхъ. 


Полагая, что обычный переходъ оть знакомыхъ учащимся тож- 
дественныхъь формулъь къ уравненю первой степени съ „однимъ“о 
неизв$стнымъ лх слишкомъ мало оттВняетъ поняте объ условномъ 
равенств$ и даже связываетъ это поняте, взамЪнъ прежняго во- 
просительнато знака, съ’ „алгебраической“ буквой 1, я привожу 
рядъ примфровъ, именно, —ур-е 2а=10, им$ющее одно р$шеше, 
ур-е (а—2.а- 3), имфющее два рЪшеня, ур-1е 6—3а съ без- 
численнымъ множествомъ паръ корней, и ур-1е с=(6—а):2 еъ без- 
численнымъ множествомъ троекъ корней. затЗмъ, говоря 0 по- 
вркЪ уравненй, показываю, что ур-е са 26-2) —=(©@-)? удо- 
влетворяется при услови 6’—=ас, а ур-е (а-Н 6 )(е—4)=(а—Ве-а) 
также удовлетворяется при услови а4=е. Благодаря такимъ, 
крайне простымъ, прим$рамъ, сразу устанавливается широкое .по- 
нят1е объ уравнени, опредЗленномъ и неопредЪленномъ. Выяеняет- 
ся, конечно, и смыелъ указаня, что уравнене удовлетворяется 
при такомъ-то условш. ПослЪ этого объясняю теорему, которую 
г. 0. цитируетъь со везми объясненями цфликомъ, но въ краткомъ 
резюме подтасовываетъ мои слова, выражаясь такъ: [Резюмируемъ: 
при н%—которомъ услови будеть А=Б и тогда будеть также 
А--(—=ВБ-- 0; при другомъ услови будеть А+ О=В-Е С и тогда 
будеть также А=Б]. У меня, однако, было сказано, не при дру- 
гомъ условш, & при услови, которое можетъ ‘быть инымъ, что, 
разумется, нужно отличать. Во всякомъ случаЪ, я, этимъ, вовсе 
и не мнЪ принадлежащимъ, а мною лишь нъеколько обобщеннымъ. 
разсуждешемъ, доказываю, что всЪ корни перваго ур-1я удовлетво- 
ряють второму, и, наоборотъ, вс корни второго удовлетворяютъь 
первому, т.-е., что разсматриваемыя ур-1я, какъ говорять обыкно- 
венно, однозначущи, или, какъ я говорю, совмЪетны. Критикъ, 
заявивъ, что это разсуждеше „трудно понять“, сопоставляетъ, за- 
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тзмъ, изложеше теоремы съ указашемъ слЪдетвя изъ нея о пе- 
ренесен!и членовъ, объясняемаго на прим$рЪ пропорщи а—6=е-— 4, 
и говоритъ: [Въ результатЪ ученикъ, пожалуй, полумаетъ, что 
можно легко обращаться съ равенствами, когда ‘они содержать 
малыя буквы а, 6, с, @; а когда въ нихъ входятъ прописныя 
буквы А, В, С, то нужно дзлать кавя-то непонятныя разсужден!я!]. 
Полагаю, что истинная оцфнка любымъ читателемъ подобной кри- 
тики не можетъ быть подтасована. 


Повсюду въ рецензии видна безпочвенная и совершенно непри- 
стойная придирчивость г. С.. Не имя средетвъ найти серьезные 
недостатки книги, онъ копается въ ся страницахъ, чтобы отъ- 
искать какое-либо оправданше своего негодующаго отношения къ ней. 
При этомъ математическую сторону дЪла критикъ почти не затро- 
гиваетъ, & вертится, главнымъ образомъ, въ области словесныхъ вы- 
раженй и разныхъ, болЪе или менЪфе спорныхъ, мелочныхъ суж- 
денш. Продолжу примЪры: 

[Шереходя къ систем уравненй первой степени, авторъ сразу 
и кратко заявляетъ, что „при рьшени опред$ленныхъ вопросовъ 
число независимыхъ между собою уравненй должно быть равно 
числу неизвЪетныхъ“. Для ученика здЪесь не будетъ `понятно ни 
значене словъ „опред$ленные вопросы“, ни значеше независи- 
мости уравнен!]. Въ дЪйствительности, ученикъ уже на первыхъ 
©траницахъ введеня въ учебникъ ветрЪчался съ вопросами опре- 
дБленными и неопредЪленными и могъ оцфнить самостоятельную 
роль или независимость указанныхъ тамъ уравненй. Ничто не 
мъшаетъ преподавателю, устно объясняющему урокъ, налтоминать 
эти прим$ры или приводить подобные. Но критику вообще нра- 
вится разбирать учебникъ, выдержанно догматическй, съ точки 
зрфня пропедевтики. Авторъ заботится о краткости и стройности 
изложешя, о томъ, чтобы, при повторени по учебнику устныхъ 
объясненй преподавателя, фиксировалась сущность дфла, а не 


- подходы къ понямямъ, критикъь же тащить его въ сторону отъ 


резюме, заставляетъ размВнивать фактическое суждене на педаго- 
гическе премы. И вышло бы, конечно, наоборотъ, если бы самый 
учебникъ быль обратнаго качества. Тогда потребовалась бы сжа- 
тость изложеня, пропускъ учебныхъ подробностей и т. под.. 
[Исключеше производится четырьмя способами. Не пора ли, од- 
нако, эти четыре способа выкинуть изъ школьнаго обихода, потому. 
что вЪдь ВЪ дБиствительности они представляютъ одинъ способъ 


ЛЕ 


исключеня]. Какъ въ объяснительныхъ частныхъ прим$рахъ, такъ 
и въ общей теори, я оттЪняю лишь два способа—подотановленя. 
и алгебраическаго сложеншя. Объ остальныхъь даю понятме на си- 
стемЪ двухъ и трехь уравненй, но туть же показываю ихъ не- 
практичность. Не справляясь съ поелВдними нашими программами, 
потому что нЪтъ ихъ поль рукой, напомню, что еще очень недав- 
но въ этихъ программахъ съ 060бой настойчивостью требовалось. 
усвоене способа Безу, даже для системы я уравненй. Я первый 
въ своемъ учебник возсталь противъ этой крайней нелБпости, 
не только выбросивъ обшйЙй случай ® ур-Ш, но показавъ, что и 
для трехь ур-Ш способъ Безу негоденъ. Г. С. говоритъ о един- 
ственномъ 6п10с0б5 исключешя и, судя потому, что изъ двухъ 
теоремъ, обосновывающихъ способы, онъ отвергаетъ ту, на кото- 
рой непосредственно основанъ способъ подстановлевя, нужно 
понимать, что удержаню подлежитъ лишь способъ алгебраическаго. 
сложешя. Такое суждене могло бы быть почерпнуто и изъ моего 
учебника, въ которомъ, помстивъ обЪ теоремы, согласно съ клас- 
сическими авторами, я, однако, отмфтилъ, что для системы уравне- 
ый первой степени можно было бы обойтись одной. При веемъ 
томъ, я далекъ оть вывода, что другую теорему нужно опустить. 
Сл$довало бы помнить, что способъ алгебраическато сложевшя слиш- 
комъ частный, что уже для системы уравненй второй степени онъ 
выполняетъ лишь подсобную роль, тогда какъ подстановлене всегда 
было и остается боле общимъ способомъ исключевя. | 
Статью мою объ изелЗдовани уравнешй первой степени, вмЪетв. 
съ незамЪнимой, по крайней мЁрЪ, лля двухъ уравненй задачей 
о курьерахъ, г. С. ечитаетъ, всю пфликомъ, написанной самымъ 
рутиннымь образомъ, какъ писали [въ доброе старое время]. 
Между тБмъ эта статья отличается въ н%еколькихь существен- 
ныхъЪ деталяхъ оть изложешя другихъ авторовъ, какъ старыхъ, 
такъ и новыхь. Одну изъ такихъ деталей, о вывод безконечнаго 
рьшен1я и, прибавлю, также неопредЗленнаго, я уже указывалъ. 
Она могла показать и критику, какъ слЬдовало бы обращаться 
съ уравнемями, что бы не считать ихъ на одной страниц рецензи 
квадратными, а на другой, при подобныхь же и еще меньше под- 
ходящихьъ условяхъ, — уравнемями первой степени. На сколько 
мое изложен!е соотвфтетвуетъ или не соотв$тетвуетъ модф, можно 
судить по косвенному факту: преподаватель В., вообще ревнивый 
къ переработкамъ своего ходкаго руководства, нашелъ почему-то 
нужнымь передълать свое прежнее объяснене поближе къ моему. 
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Критикъ видитъ главный дефектъ моего изложения въ объясне- 
ни дЪйствш съ нулями и безконечностями. Ветати, поговорю объ 
этомъ подробнЪе, ч$мъ отм$чалъ раньше. ДЪйстия эти принято 
теперь опредЪлять 06060, апрорными условями, потому, якобы, 
что непосредственное прим$нене общихъ опредЪленй въ подоб- 
ныхъ случаяхъ не имЪетъь мЪета., Я же объясняю нагромождене 
подобныхъ условй, во-первыхъ, непонимашемъ того, что постулаты 


во всякой наукЪ имфютъ обыкновенно широкое значеше, а не 


относятся къ частностямъ, и, во-вторыхъ, еще тБмъ, что иетин- 
ныя опред$лешя, какъ сложешя (мое), такъь и умножешя (Коши), 
до сихъ поръ не оцфнены и потому не вошли въ обиходъ. Сло- 
жить два количества значить произвести отъ перваго изъ нихъ 
то дЬйствюе, посредствомъ котораго второе количество состави- 
лось отъ нуля. Въ сложени 0+ а, мы видимъ самый первообразъ 
дЪйствя и, по опред$леню, даже не сложешя, а самаго чиела, 
имБемъ результатъь а, который никакими дополнительными усло- 
вями нельзя было бы измЪнить. При сложеши а--0, для составле- 
вщя нуля отъ нуля не требуется производить никакого дфйетвя, 
и потому результатъ также равенъ а. Изъ этого и изъ опред$ле- 
ня вычитаня, какъ обратнаго дЪистня, слЪдуютъ, безъ всякихъ усло- 
вй, равенства «а—0=@ и а—а==0, помимо ихъ ариеметической 
очевидности. Умножить одно количество на другое значитъ произ- 


_ вести надъ первымъ изъ нихъ тЪ дЪиствя дфлевшя на части и повто- 


ремя слатаемымъ или вычитаемымъ, посредствомъ которыхъ мно- 
житель составилея изъ единицы. Изъ этого опред$леня формула 
0. 4—0, при. конечномъ а, очевидна. Для вывода другой а. 0=0, 
составлен!е нуля отъ единицы можно принять въ формЪ дзйствя 
1—1 и получится, по опредЪленю умножешя, а--а, безъ прим$- 
неншя, конечно, здЪсь сще не раскрытаго, свойства распредЪли- 


тельности. По опредЗленшю дЪфленя, какъ дЪйствя обратнаго, вый- 


0 0 
деть дальше, при & пока конечномъ, -=0 и о=а, и 6ъ послЗд- 


нимъ выводомъ высшая математика отнюдь не станеть въ проти- 
ворз че. Опред$ливъ, затЪмъ, приближешемъ знаменателя къ нулю, 


и . . 
равенство с —©5, получимъ, также по опредьленйю дБленя, а=0.со' 


че ме 
И 50: и нигдЪ о не ветрЪтимъ противорЪчй, & составимъ замк- 


нутый, вполнЪ пров$ряюцийея въ деталяхъ, цикль предЪльныхъ 
формулъ. Академикъ иронизируетъ, повидимому, надъ свободой 


Е 


оперирован!я съ такими формулами, которымъ придаютъ обыкно-” 
венно мистическое значеше, но я предложилъ бы ему гласный лите- 
ратурный диспуть объ этомъ въ сферф высшей математики. Ничего 
Мефистофелевскаго въ алгебраическихъ операщяхъ съ нулями и 
безконечностями я не зам чаю. Ла и въ анализв безконезно-малыхъ 
роль Мефистофеля устраняется постулатомъ, на которомъ осно- 
ванъ вось этоть анализъ, что, однако, до сихъ поръ не было 
понято и опфнено. Вритикъ заявляетъ: [Въ  дЪйетвительности 


0 : 
0 ничего не представляетъ, и когда при частномъ значенли пере- 


1 : 0 
мЪннаго выражене функщи принимаетъ видъ с» ГОВОрятъ, что раз- 


сматриваемое выражене функщи не доставляетъ ея значеше; это. 
посл$днее иногда можетъ быть опредЗлено изъ дополнительнаго 
предположения о непрерывности функц]. Въ дЪйетвительности, 
скажу я, но „предположеше“, а прямое задаше непрерывности 
функщи иметь мБето не „иногда“, а почти всегла, потому что 
въ анализ5 мы имфемъ дфло съ функщями вообще непрерывными 
и знаемъ, что даже ихъ частные прерывы очень мало м$шаютъ 


ОВ 
ДЪлу раскрытя неопредфленнаго вида с. КромЪ того, въ такомъ 


раскрыт! важна не одна непрерывность функщи, а главнымъ обра- 
зомъ тотъ же упомянутый основной постулатъ. 


Я уже упоминалъ въ предыдущей глав о разноглаем взглядовъ 
моихъ и критика на теорю иррацюональныхъ чиселъ. Поговорю 
теперь и объ этомъ подробн$е. Извъетно, что у педаготовъ, при- 
выкающихь невольно въ своей дфятельности къ однообразю 
мышлен1я и къ отсутетвшю критики, часто вырабатываются пунк- 
тики ученя, 0с0бо чтимые и потому внфлряемые, при веякомъ 
сопротивлении, въ умы учениковъ. То же зам чается и въ совре- 
менной педагогической литературЪ, отличающейся часто 060бой 
односторонностью и прямолинейностью сужденш. Благодаря та- 
кимъ условямъ, нБкоторые изъ новфйшихъ взглядовъ, научныхь 
или петагогическихъ, обыкновенно поддержанные въ началВ авто- 
ритетами, дЪйствительными или призрачными, распространяются 
быстро и устанавливаются крфико. Друге, иногда несравненно 
боле глубоюме и важные, остаются очень долго не понятыми и 
не распространенными. Разительнымъ образчикомъ такихъ, не сход- 
ныхЪ по исторической судьбЪ, теорй является съ одной стороны 
Дедекиндова теоря несоизмВримыхъ чиселъ, съ другой Арган- 


\ 
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лова—мнимыхъ количествъ. Первая, дающая лишь одинъ изъ ви- 
довъ иллюстраши понятя о несоизм$римомъ числЪ, сдфлалась 
излюбленнымъ пунктикомъ современной эломентарно-математической 
литературы. Вторая, составляющая ядро всей математики, за ис- 
ключенемъ н%Ъеколькихъ побочныхъ отдЪловъ, ждеть еще своего, 
хотя коренного, призналя. 


Указавъ пока на этотъь фактъ и имя въ виду оцфнить его еще 
въ дальнфйшемъ, возвращусь къ текущему вопросу о несоизм$- 
римыхъ числахъ и имонно тЪхъ, поняте о которыхъ получается 
при извлечен!и корня. Такимъ числамъ я, пожалуй, и не вполнЪ 
соотв тетвенно, но избЪгая новаго термина, придаю спещальное 


назваюше иррашональныхъ, въ отличе отъ получаемыхъ при дру- 


гихъ разнообразныхъ математическихъ операшяхъ. Въ логическомъ 
построени обЪихъ теорй, новзйшей, якобы, болфе научной, и, 
такъ называемой теперь, старой, которую я излагаю, есть лишь 
то, конечно, принцишальное разлише, что первая строится син- 
тезомъ, а вторая анализомъ. Какъ я указывалъ уже раньше, син- 
тезъ имЪеть опору въ своихъ предпосылкахъ, анализъ же нахо- 
дить не менЪе прочную научную опору въ своемъ развитш. Суще- 


‹твоване ирраллональнаго числа одинаково бездоказательно при- 


нимается въ обфихъ теорляхъ. Синтетическая выводитъ этотъ 
фактъ изъ допущеня конкретной линейной непрерывности, ана- 
литическая изъ создаваемой умозрительно непрерывности числовой. 
Въ опред$леви неравенства синтетическая теор1я различаетъ пра- 
вую и лБвую точку, аналитическая— большее или меньшее под- 
коренное число. Въ опредЪленяхъ дЪйствьй синтетическая теоря 
скрытно подразум$ваеть пред$ль, аналитическая говоритъ о по- 
слЪднемъ открыто. Въ педагогическомь же отношенми остается 
огромная разница. Синтетическая теорля несомнфнно глубоко- 
мысленна, но притомъ сложна, многословна и, будучи общей по 
отношеншю къ объектамъ изслЪдованя—несоизм$римымъ числамъ, 
сохраняетъ, однако, частный, изолированный характеръ по методу, 
тогда какъ аналитическая проста, обща и несравненно кратка. 
МЪето Дедекиндовой теор1и во введеши въ анализъ непрерывныхъ 
функц, гдЪ оба представленя о непрерывности числовой и гео- 
метрической, конечно, полезно согласовать. Внфдреше же ся въ 
элементарный курсъ, въ особенности въ томъ освЪщенш, которое 
даютъ офищальные руководители нашего образованя, состав- 
ляеть одну изъ несообразностей, какими вообще богата наша, 
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педагогика. Между прочимъ, самъ авторъ новфйшей теор, от- 
крыто говорить и умфло разъясняетъ, что въ его ‘разсуждени 
отнюдь не цается доказательства существованя несоизмЗримаго 
числа и что существоване такого числа признается лишь апрорно. 
Наши же наставники при первой ветр$чЪ учениковъ съ иррашо- 
нальными числами не только не способствуютъ такому признаню, 
но начинаютъ съ упорнаго его отрицая. Такъ, авторъ К., до- 
казавъ, что число 40 не есть квадратъ ни цфлаго числа, ни проб- 
наго, говорить: [Значитъ, изъ такого числа нельзя извлечь квад- 
ратный корень. Но мы условимся, что, если требуетея извлечь 
квадратный корень изъ какого-нибудь цЗлаго числа, то это надо 


понимать въ томъ смыслЪ, что требуется извлечь квадратный ко-_ 


рень или изъ самаго числа, если оно окажется квадратомъ ц$Ъ- 
лаго числа, или же изъ наибольшаго квадрата цЪлаго числа, 
какой заключается въ данномъ числЪ]. Дальше прим$няется по- 
добное же услове при установлеши понятя о дробныхъ прибли- 
жешяхъ къ корню, съ недостаткомь и съ избыткомъ. Веякому, 
мыслящему логично, ясно, что допущене подобныхъ условй со- 
вмЪъетно лишь съ признашемъ существоваюмя корня и подчиневшя 
его извЪетнымъ неравенствамъ, а также съ признамемъ этого 


корня предЪломъ приближен. СлЪдовательно, извлечь корень не. 


нельзя, & можно, въ смыслБ представлемя умомъ результата. 
Устанавливаемое же авторомъ соглашене съ учениками не только 
излишне, но и противорЪчитъь здравому смыслу: Если искомый 
корень не существуетъ и невозможенъ, то и никакихъ приближе- 
ый кь нему но можеть быть, и невозможное дЪйстые никакимъ 
соглашенемъ нельзя зам нить возможнымъ. Иначе, пожалуй, и при’ 
пругомъ, аналогичномъ случа было бы позволительно вести, напр., 


такую рчь: „ИзвЪетно, что /—5 не можеть быть ни положитель- 
нымъ, ни отрицательнымъ, и потому невозможенъ и не существуетъ. 


Но мы условимея извлекать корень изъ абсолютнаго числового. 


значен1я подкоренного количества, беря приближеня съ недостат- 
комъ и съ избыткомъ и приписывая этимъ приближевшямъ какъ 
положительный, такъ и отрицательный знакъ“. Разница отъ выше- 
разсмотрЪннаго случая была бы только въ томъ, что вмЪето паръ 
посл довательныхь приближен получали бы ц$лыя четверки во- 


ображаемыхъ таковыми. Вообще, какъ видимъ, нельзя устранить ана-_ 


лизъ изъ математики никакими казенными предписанями. Извъет- 
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но, что, обходя аналитическое опред лене (у 





5, мы, по син- 
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ме 


тетическому, якобы, общему закону перманентности, получили бы 
выводъ \/—5. /—5= \/-+25=-Е5, который, однако, не вфренъ. 

Для опЪфнки второй части моего учебника, г. С. отсылаетъ 
читателя къ рецензии профессора В. Самъ онъ высказываетъ не- 
много возраженй, преимущественно лишь подкрфиляя нЪкоторыя 
замвчаюя второго критика. Указанная рекомендалмя читателю 
тасть мнЪ, разумЪется, основаше считать обоихъ критиковъ 
вполнф солидарными и, значить, относить и къ академику то, что 
я буду въ дальнфйшемъ говорить о профессорЪ. Пока продолжу 
еще разборъ настоящей рецензии. 

Выясняя значене ирралиональнато числа какъ предЪла его при- 
ближенй, я тутъ же даю общее опредБлеше: Пред ломъ пере- 
м$ннаго числа называется то постоянное число, къ ко- 


‘торому перем$нное приближается такъ, что разность 


между ними можетъ сдЪлаться и остается меньше вся- 
каго произвольно малаго числа. Г. С., во-первыхъ, укоряетъ 
меня въ томъ, что я не объяснилъь понятя о перем нномъ числЪ. 
Это напоминаеть одно прежнее замЪчаню: Когда я упоминалъ о 
размЪрЪ или модулБ числа, критикъ не хотфль видЪть отрица- 
тельныхь чиселъ, о которыхъ шла рЪчь, и настаивалъ на томъ, 
что модуль числа есть само число. Теперь, когда я на двухъ 
страницахъь говорю о перем$нныхъь приближевяхъ къ иррашо- 
нальному корню, оказывается, въ силу каприза, что никакихъ 
перем5нныхъ нЪть и даже понят!е о нихъ не затрагивается. О са- 
момъ опредЪлени предЪла, г. С., полдерживая профессора В., го- 
воритьъ: [это предполагаетъ, что постоянное число извЪстно, 
ибо какъ же въ противномъ случаВ можно судить, что къ нему 
приближается перемЪнное; &а вЪдь ирращональный корень и пред- 
отавляетъь именно’ неизв стное число, которое опред$ляется какъ 
предбль ряда извЪетныхъ чиселъ]. Не берусь рЪшить, наивность 
х критиковъ видна въ этомъ зам$чани, или втиране 


очковъ читателю, но фактъ въ томъ, что надобность сравнемя— 


самато предЗла и приближен! къ нему съ одной сетороны—устра- 
няетея хорошо извЪетной и притомъ очевидной теоремой: Если 
постоянная величина всегла заключается между двумя 
перем нными, которыхъ разность безконечно мала, то 
постоянная есть обийй пред$ль обфихъ перем нныхъ. 
Напр., Уз содержится между приближенлями каждой изъ паръ чи- 
сель Ги 2, 1.Т и 1,8, 1,73 и 1,14, 1,132 и 1,133,.... Поэтому, 


Зуи 


отнюдь не сравнивая точно корень съ приближенями только мень- 
шими, или только большими, а лишь констатируя его содержаню 
между ними и безграничное сближеше приближений обоего рода, 


мы говоримь, что УЗ есть предфль перемфнныхь чиселъ, какъ 
ряда, 1, :1,7, 1473; 1,132; пез, стакъ и рада 3 ут ПВ, оо ааа 

Напомню читателю, что, при изелЪдовани квадратнаго уравне- 
шя, академикъ запрещаетъ, въ случа обращен!я коэффищента а 
въ нуль, разсматривать безконечный корень, хотя, напр., въ ана- 
литической геометрши, которую въ другомъ мЪетЪ онъ же мнБ 
напомнилъ, отъ этого разрушилась бы вся метода изелЪдовая 
безконечныхь вЪтвей кривыхъ второго порядка. Добавлю теперь, 
что, угрожая мн возмезлемъ за непослушане, г. С. говоритъ: 
[А если авторъ его] (т.-е. безконечный корень) [разематриваетъ, 
то цитированная нами теорема] (о совм$стности уравненй А=Б 
и А-О=Б--С) [окажется невфрною. Полагая, нашр., А=я— 1, 
В=1!—, С==”, увидимъ, что А=Б при х=1 и при этомъ бу- 
деть также А-- О=В-+- (С; но послднее уравнене будеть имЪть 
безконечный корень, который не удовлетворяетъ уравненю А=В]. 
Приходится замфтить критику, что до сихъ поръ опорную для 
цитированной теоремы акс1ому о прибавлеши къ равнымъ числамъ 
поровну прим$няли лишь къ конечнымъ прибавкамъ. Если же ака- 
демическимъь авторитетомъ распространить эту аксому на при- 
бавки безконечностей, то получится даже болБе разностороннее 
средство для возмезай за ослушавше. Напр., читатель, не смЪйте 
думать, что числа 5 и 2 не равны. А если вы такъ думаете, то 
не уголно ли прибавить къ этимъ числамъ по < и попробуйте 
не согласиться съ’ равенствомъ <--5==<2--2, которое веЪми ма- 
тематиками признается. 


Разсматривая въ теори прогресей вопросъ объ опред$ленш 


ий 
99 == 


знаменателя прогресем 9 изъ уравневшя = “ ‚› я поясняю, что 





нужно предварительно сократить дробь второй чаети равенства 
на 4—1: „Нельзя“ говорю я, ‚умножить обЪ части на 9—1, по- 
тому что дробь сократима, а при такомъ условши умножевше внес- 
ло бы не соотв тствующее рф шен!е 4=1“. По мнЪню критика, на- 
оборотъ: [Можно, пожалуй, даже должно умножить, но зат5мъ не 
обралцать внимая на корень 4=1, замфтивъ, что при «ат бу- 
деть 4<1, а при 5>ап будетъ 9>1, ограничиваясь предположе- 
немъ 4>>0]. Итакъ, по академическому предписаню, требуется: 


= 


2089: 


игнорировать теорему, очень важную для устранемя частыхъ 
ошибокъ, ограничиться предположенемъ о неизвфетномъ, хотя бы 
и неум$етнымъ, потому что вопросъ можетъ относиться и къ отри- 
цательному 4, преобразовать уравнене къ виду 31—3—а4”—а, 
раскрывъ, конечно, скобки, затВмъ, не топчась на мЪстЪ, снова 
закрыть скобки для выдфленя. корня, выдЪлить этотъ корень, не 
обращая на него вниманя, и послЪ этого, разумется, успокоиться, 
потому, что, въ элементарной алгебрЪ дальше, вЪдь, не куда идти, 
при я®>2. Все это предписывается авторамъ руководетвъ для 
того, чтобы они научились у академика см$фшивать понятя о лиш- 
немъ корнЪ уравненя, внесенномъ ошибочнымъ р шешемъ, и о лиш- 


немъ же корн$, не соотв$тетвующемъ условлямъ вопроса. 


СлБдуюпщие указане критика, что я не доказываю строго стре- 
мленшя при абсолютномъ 4, меньшемъ единицы, выражения 4" къ нулю, 
при ® безгранично возрастающемъ, правильно. Я благодаренъ за 
указаюе требусмаго ‚доказательства. Но и въ этомъ случаЪ меня 
смущаетъ манера объяснений. Г. С. начинаетъь приводимое хоказа- 
тельство такой р$чью: [если х>>0, то (1-2 “)>1--2%; принимая, 
что уже доказано неравенство (1-х)”>1-+ их, находятъ, что 
(+ о1- (их >1- (и Тя, чЪмь и доказывается, что 
(1-я)”>1- по]. Изъ первой части фразы ученикъ пойметъ, что 
неравенство (1+%х)?>1--2% справедливо въ алгебрЪ лишь подъ 
услов1емъ &>0, тогла какъ, велБдетв!е положительности ©”, оно 
справедливо всегда, и въ данномъ случа нужно было оговорить, что 
неравенство берется въ ариеметическомъ смыслЪ. Во второй части, 
ученикъ изъ сопоставления словъ, „принимая, что уже доказано 
неравенство. (1--%)”>1-их“,...., „выходить 1-я) 1-+ их“, 
можеть усмотрЪть ложный кругъ мысли, не замЪтивъ въ доказа- 


‘тельствЪ скомканнаго до неузнаваемости метода индукщи. 


Приступая къ теорти логариемовъ, я разсматриваю выражен!е а” 
при постоянномъ а и перемЗнномъ х, даю опредЗлен!е этому выра- 
женшю для л несоизмримаго и распространяю на несоизм$римые 
показатели изв$етные законы дДЪйствШ, выполняя все это очень 
просто и кратко. ЗатЪмъ, составивъ формулу Х==а”, указываю, 
что можно при разсматривани ся ставить себЪ вопроеъ—или о 
вычислени Х при различныхъь значеншяхъ х, или о вычислени 5 
при различныхъ значеняхъ Х, считая притомъ а неизмЪнно посто- 
яннымъ. Это приводить къ установлентю понятй о функщяхъ— 
показательной и логариемической. Вычислеше первой есть новое 


оо фаеь 


дЪйств!е— потенцироваюе, вычислене второй есть обратное дЪй- 
ств!е— логариемироване. Г. С. удивляется тому, что, поставивъ 
два вышеуказанныхъ вопроса о ‘вычислени показательной функщи 
и логариема, я не далъ на нихъ немедленнаго отвзта, а перешелъ 
[къ своему коньку— установленю назвав]. Нужно было, значитъ, 
велфдъ за опредЪленями, не называя даже ни показательной функши, 
ни логариема, выставить, какъ Пеиз ех тасшта, ряды для вычи- 
слешя обЪихъ функщй. Гг. авторы руководетвъ, замЪтьте это, и 
въ булущемъ, излагая тригонометрю, не спфшите называть три- 
гонометрическя количества, а укажите сначала для нихъ способы 
вычисленя. Впрочемъ, можетъ быть, лично для Васъ, или случайно, 
по влохновеншю, страница рецензи перевернется, и Вы прочтете 
иное предписане начальства. Что касается до своего „конька“Ы— 
терминологи, не скрою, я пересолилъ: выражене а”, называемое 
показательнымъ выражешемъ, я назваль короче, переводя съ н$- 
мецкаго, потенцомъ, соотв тетвующее дЪйств!е— потенцироваюемъ. _ 
Г. С. напоминаетъ, что н%Ъмецкое слово Ро{еп2— женекаго рода. 
Нельзя, значить, женское иностранное назване, напр., „!а уЩе 
4е Рамз“, переводить на руссый языкъь мужскимъ назвашемъ 
„городъ Парижь“. Во всякомъ случа, терминъ потенцъ я только 
разъ упомянулъ и на немъ нисколько не настаиваю. Иначе смотрю 
я на терминъ потенцироване, который оба моихъ критика счи- 
таютъ излишнимъ. Меня удивляетъ то, какъ могли до сихъ поръ 
говорить о совершенно особомъ, обратномъ логариемировави, дЪй- 
стви, производимомъ очень часто въ элементарной и высшей мале- 
матик$ и не имзвшемъ своего отличительнаго названя. ДЪйстве 
‚это иметь свои особые законы производетва—и по существу, и 
формальнаго. Посл$днее иногда называется обратнымъ логариеми- 
рованемъ. Но и въ этомъ случа оно самостоятельно, а.тЪмъ 
болзе при производств его по существу. Высшая математика 
вполнЪ отличаеть показательное выражене отъ степени. Какъ по 
способу преобразованй, такъ и по формЪ производной, разсматри- 
ваемое выражене и соотв тетвующее ему дЪйстве должны имЪть 
особыя назван1я. 


Разыскивая въ теор!и логариемовъ еще каюе-нибудь недостатки. 
учебника, г. С. наталкивается на сказанную тамъ фразу: „лога- 
риемы по преимуществу оказываются несоизм$римыми числами“. 
Фразу эту онъ разсчитываетъь уничтожить однимъ броскомъ мыели: 
[какь будто не всякому ралиональному значеню х соотвфтствуетъ 


Е ЗКСЯ 


опрехзленное значене Х]. Однако, д$ло это не такъ просто. Легче 
доказать, что поспфшность сужден!Й критика не позволяеть ему 
даже правильно вести простой ариеметичесяй счетъ: Въ равенствЪ 
Х==а” логариемъ 2 имЪетъ столько соизм5римыхъ значенй, сколько 


ихъ представляеть выражеше = при #2 и ® произвольныхъ цЪлыхъ; 
г 

столько же будетъ и чисель вида а’. Но—упомяну свой терминъ 

ради точности языка,—потенцу Х въ указанномъ равенствЪ мы 


ИС ий 
можемъ придать; напр., форму а”-Ё6 или (а-- 6)“ и при всякомъ 
отдЪльномь значеши — выбрать 6 безчисленнымь множествомъ 


способовъ такъ, чтобы разсматриваемый потенцъ не обращался ни 
р 
въ одну изъ формъ а’ при р и 4 цВлыхь; тогда окажется, 
что, при всякомъ основанм а, число несоизмвримыхъ значенй ло- 
гариема безконечно больше ‘числа его соизм$римыхь значенй. 
Далфе, г. С. заявляетъ: [Не давъ опредЗленя иррашональнаго. 
числа, авторъ не долженъ былъ ‘бы говорить о непрерывномъ из- 
м$нени и во всякомъ случа долженъ доказать, а не просто 
заявить, что „а“ безконечно близко къ 1“, при безконечно-маломъ 4. 
Я полатаю, что понят!я,—какъ 0 несоизм$римомъ чиелЪ, такъ и 


о непрерывности, —апрорны и при малйшемъ точномъ намек на 


нихъ вполнф отм$чаются сознанемъ. Притомъ, не поняте о несо- 
измЪримомъ числЪ объясняетъ непрерывность, а, какъ разъ, наобо- 
ротъ. Доказательство того, что а“ стремится къ единиц при стре- 
млени 4 къ нулю, у меня помфщено въ конц книги. Да, этому 
доказательству въ элементарномъ курс я и не придаю значения, 
считая разсматриваемое  положене очевидно вытекающимъ изъ 
опредфленя пред$ла. По Ньютону предфлъ есть поелБднее значе- 
не перем$нной величины. Хотя это опред$лене не всегда удобо- 
прим$нимо и французскими академиками было исправлено съ ошиб- 
кой въ другую сторону, но для элементарнаго курса его можно 
считать достаточнымъ. 


Въ теори рядовъ оба критика согласно нападаютъ на два 
пункта моего изложеня. Во-первыхъ, ихъ возмущаетъ основное 
опред$ленше: Рядомъ называется послЪдовательность ал- 
гебраически сложенныхъ выражен!й, въ которой каждое 
сл$дующее выражен!е составляется изъ предшествую- 


ОВ 


щаго по одному и тому же для кажлаго ряда закону. 
Профессоръ К. находить, что никто не станетъ составлять члены 
ряща одинъ за другимъ, а не по „формулВ“ общаго члена. Выхо- 
дить, значитъ, что нужно давать не законъ посл$довательнаго 
составления членовъ, а формулу общаго члена. Въ примЗнен 
къ разностной прогрессе, выйдетъ, по мнёню г. В., непонятнымъ, 
если скажемъ, что каждый членъ составляется изъ предыдущаго 
черезъь прибавлене одного и того же количества, & будетъ по- 
нятнЪе, если скажемъ, что такая прогресая есть послЗдователь- 
ность количествъ а, 6,...., въ которой я”-ое количество равно 
а-(6—а)(п—1). Также кратную прогрессю нужно опред$лять не 
закономъ умноженя каждаго члена на постоянное количество, & 


5 Ь \"—1 ИУ 
„формулой“ “(-,) . Астати сказать, въ курс анализа Шлё- 


мильха, помнитея, только въ единственномъ, есть крайне слож- 
ная статья о составлени я-ыхъ производныхъь отъь н$Феколькихъ, 
не самыхъ простыхъ, функщй. Раньше эту статью можно было 
считать совершенно безц$льной. Теперь она окажется основной 
въ теории даже не особенно сложныхъ рядовъ.—Г. С., поддержи- 
вая съ своей стороны ту же критику моего или, вЪрнЪе сказать, 
общепринятаго' опредЗлен1я ряда, называетъ это опредЪлеше не- 
уклюжимъ, потому что, если и--1-Йй членъ есть опредЗленная 
функщя и-го члена, то, выражая опредЗлеше ряда формулой, по- 
лучимъ рядъ написаннымъ въ сложномъ вид$ а-|-Ка)-+ККа))--.-. 
Эдфеь введена критикомъ легкая подтасовка понятш. Я, дЬйстви- 
тельно, составляю п--1-й членъ изъ 7-го и, если даже согласимся 
выражать опред$лене ряда формулой, чего до сихъ поръ никто. 
не находиль нужнымъ дЪфлать, то ‘формула будетъ имЪть видъ 
И,1=ИК И) 60 знакомъ [ простой функци. Критикъ же состав- 
ляетъ и--1-й членъ отъ перваго члена, для чего требуется вво- 
дить сложную функщю, состоящую изъ я-кратнаго повтореня 
указанной простой. Неуклюжимъ, значитъ, оказывается не опрэ- 
дълеше ряда, рекомендующее д$лать шаги одинъ за другимъ, а 
нарочито изобрЪтенное г. С. изм$нене этого ‘опред$леня, тре- 
бующее каждый разъ начинать хождеше, какъ говорится, отъ 
печки. При столь остроумной перетасовк$ понят и примфнени 
математическаго символизма, даже въ простзйшемъ натуральномъ 
рядЪ чиселъ, гл символъ /[, по моему опред$леню, обозначалъ бы. 
только прибавлеше единицы, опредЗлене критика дало бы для 
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числа ®--1 выражене въ видЪ ИЕ... т.-е. въ вид слож- 
ной я-кратной функщи отъ 1. 

Дале, по поводу теор!и рядовъ, оба критика находятъ суще- 
ственную погр»шность мою въ томъ, что, при доказательств® 
основного признака сходимости, я разематриваю только случаи, 


Чт 


когда отношен!е или постоянно’ возрастаетъ, начиная съ из- 


А 

вЪстнаго м$Фста въ рядф, или постоянно убываетъ, опуская 
случаи, когда оно то возрастаетъ, то убываетъ. Г. С., между 
прочимъ, изопррилея придумать и прим$ръ, наглядно показывающий 
возможность такого измЪненя отношеня. Сл$дуетъ, однако, за- 
мЪтить, что ни одинъ изъ рядовъ, относящихся къ обычнымъ 
функшямъ, такой особенностью не отличается. Эта особенность 
настолько исключительна, что ее не предусматриваютъ даже въ мно- 
готомныхъ курсахъ высшаго ‘анализа. По мнЪнПо критиковъ, въ мо- 
емъ элементарномъ учебникЪ разборъ упомянутой подробность 
‚ не имфющей отношешя ни къ алгебр, ни къ основному курсу 
анализа, все-таки требуется. Другое дБло—куреъ самого профес- 
сора В., въ которомъ, хотя и относящемся къ высшей математикЪ, 
оказалось позволительнымъ не затрогиваль, какъ этой подробности, 
такъ и тзхь даже, которыя у меня въ учебникЪ отм$чены. 

Н$еколько посл$днихъ- зам$чаюй г. С., какъ однородныхъ по 
методу, я сгруппирую вмфетЪ. Онф къ тому же не требуютъ дол- 


гихЪ разъясненш. Во-первыхъ, найдя на стр. 167-й учебника не- 
1 


р а—1 
равенство а” о) критикъ указываетъ, что оно [могло бы 


послужить для доказательства, что предЪль а“—1 равенъ. нулю, 
когда 4 приближается къ нулю]. Изъ этого указавшя читатель уз- 
наетъ отчетливо, что такого доказательства въ моей книг нЪтЪ. 
Между тмъ оно, именно, на этой страниц и приводится. Впро- 


чемъ, виноватъ, я доказываю не то, что Шш(а“—1)=0, а что 
о 


Лта*=1. Во-вторыхъ, разбирая приведенное на стр. 175 разложе- 
&==0 
. г . * НЯ п 
не логариема, посредствомъ обращешя формулы т (1 +=) =, 
: 7=—=00 
гдЪ чиело Х, равное Неперовой показательной функщи е”, я лальше 
обозначаю черезъ 1-2, г. С. раскрываетъ читателю важныя упу- 
щеня съ моей стороны въ томъ, что я не оговариваю необходи- 
димыхьъ лля разсужденя неравенствь Х>>0 и 2>—1. На самомъ 
7 
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дл, какъ первая, такъ и вторая оговорка слфланы совершенно 
отчетливо, помимо того, что неравенства эти очевидны изъ самаго 
сопоставлешя Х==е”, гдЪ е есть положительное и большее еди- 
ницы основане натуральныхъ логариемовъ. Въ-третьихъ, признавъ 
мой выводъ логариемическаго ряда, сд$ланный по крайне ориги- 
нальной метод$ Арганда, очень легкимъ, критикъ говорить, что этоть 


и 
выводлъ основанъ на завфдомо невЪрной формулВ (1 +=) А 


и потому не гарантируетъ в$рность результата. Но я основываю 
выводъ не на этой, дЪйствительно невЪрной, формул, а на выпи- 
санной выше предЪльной, и могу принять лишь то зам чаше, что 
самая операщя Арганда, совершаемая моментально и въ предЗлЪ, 
слишкомъ своеобразна, чтобы не поразить внимане читателя. 
Въ четвертыхъ, наконецъ, нашъ академикъ заявляетъ авторитетно: 
[Логариемическихь рядовъ съ ,„060бо быстрой сходимостью“ и 
даже просто хорошо сходящихся не существуетъ]. Возможно, что 


о ь 1 
всяюй, знакомый съ существованемъ ряда 1/(2--1)—1е==2 [т ее 


1 


1 ——— . 
т 3241} 502 118 = ..... .) не повзритъ такому заявлен!ю. 


Изъ рецензи профессора К. я уже раземотрЪлъ тЪ пункты, ко- 
торые поддерживаются 06060 и академикомъ. ИмЪя въ виду оц$- 
НИТЬ дальше алгебраические и вообще математическе взгляды про- 
фессора, скажу пока объ этомъ критик$ лишь н$околько словъ. 
Рецензия г. Е. написана еще съ ббльшимъ, чфмъ у академика, 
апломбомъ и авторятетностью тона. Но въ его замфчашяхъ ха- 
рактерна особая краткость словъ, что и подобаеть математику, 
не словеснику. До подтверждения своихъ зам$чанй какимъ-либо 
разъяснешемъ онъ часто и не снисходитъ. Обыкновенно, лишь 
цитируется какая-либо фраза изъ моей книги и въ нЪеколькихъ 
словахъ выражается удивлене передъ раскрытой нел$постью моего 
изложеня. Еще чаще критикъ и совефмъ не тратить словъ, а 
только, приводя цитату изъ книги, ставить въ ней рядъ вопроси- 
тельныхъ и восклицательныхь знаковъ. Просьбы о разъяснеши 
зам чанй остаются безъ отвфта. Я этого уже добивался, какъ 
во вторичныхь офищальныхъь прошеняхъ своихь въ Комитетъь, 
такъ и въ опубликованныхъ мною разборахъ рецензй, санкщони- 
рованныхъ Комитетомъ. Напр., я говорю, что двучленныя уравне- 
ня суть простБйпия изъ алгебраическихъ уравненй высшихъ сте- 
пеней. Критикъ выражаетъь одно только высокомЪрное удивлен. 


> 
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Я послБ этого заявляю въ прошени, что никто не можетъ ука- 
зать уравневй болБе простыхъ, всегда доступныхь для рфшения. 
Въ отвЪтъ на это—молчане, и даже многорЪчивый г. С. въ своей 
дополнительной рецензи обходить вопросъ. Я даю нзкоторое опре- 
дълевше непрерывнаго изм$неня. Профессоръ съ высоты своего 
‘авторитета изрекаетъ безъ всякаго пояснеюмя приговоръ: опредф- 
леше невЪрно. Я предлагаю указать иное опред$леше и, думая 
вызвать критика на разъяснене, заявляю впередъ, что его ожи- 
даемое опред$леше берусь опровергнуть. Опять молчан1е, и лишь 
дополнительный рецензентъ глухо заявляетъ, что о непрерывномъ 
измзнени я не долженъ быль бы говорить. 


Теор1я комплексныхъ количеств. 


Общепринятая до сихъ поръ алгебраическая теор1ля мнимыхъ и 
комплексныхъ количествъ служить лучшимъ показателемъ несо- 
зершенства распространенныхъ алгебраическихъ взглядовъ. НигдЪ, 
въ другихъ частяхъь учешя, безпочвенный символизмъ съ его не- 
вЪрно истолковываемымъ закономъ перманентности не стоитъ въ та- 
комъ щирокомъ противорфчм съ нормальной логикой. Основное 
поняте преподается изучающимъ алгебру въ такомъ видЪ: [Корень 
четной степени изъ отрицательнаго числа представляетъ невоз- 
можнос выражене, потому что всякое число, положительное и 
отрицательное, будучи возвышено въ четную степень, даетъ по- 


ложительное, а не отрицательное, число. Напр., /—9 не можеть 
равняться ни 3, ни —3 и никакому иному числу]. Состояв- 
шееся признан разсматриваемаго объекта невозможнымъ не оста- 
навливаетъ, однако, желая утилизировать этотъ объекть ради 


_нзкоторыхъь цфлей, что оправдывается слЗдующимъ образомъ: 


[Введене въ алгебру мнимыхъ количествъ вызвано соображеншями, 
подобными т$мъ, по которымъ въ нее допущены отрицательныя 
числа: и т, и друмя имфютьъ цфлью обобщить н$Ъкоторыя алге- 
браичеесмя предложеня или формулы. Напр., допустивъ мни- 
мыя количества, мы можемъ утверждать, что квадратное уравнен!е 
имЪетъ всегда два корня; также, что трехченъ 2-й степени раз- 
латается всетда на два множителя 1-й степени]. Казалось бы, не 
т 
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отрицательныя числа допущены въ алгебру, а сама алгебра полу- 
чила смыелъ 06с0бой математической науки, только благодаря 
установлен понятя объ отрицательныхъ числахъ. Также и вве- 
деше мнимыхъ количествъ обобщаетъ не счетъ корней квадратнаго 
уравненя, а все существо алгебры, дЪзлая ее ученюмъ о про- 
странствЪ двухъ измЪренш, а не, какъ прежде, только о линей- 
НОМЪ, Т.-е. одного изм5решя. 


Заявленное желане объ утилизаши мнимыхъ, конечно, очень 
просто удовлетворяется. ДЪло сводится кь полюбовнымъ согла- 
шенямъ: [ 1) Согласились разсматривать У—а, гл —а отрица- 
тельное число, какъ такое количество, квалратъ которатго ра- 
венъ —а. 2) Согласилиеь производить надъ мнимыми количествами 
дЪйствя по тЬмь же правиламъ, по какимъ они производятея 
надъ количествами вещественными]. Первое услове, казалось бы, 
нетрудно принять, потому что въ переводЪ на боле привычный 
языкъ оно значить, что квадратный корень условились считать.... 
квалратнымъ корнемъ. Но дЪлу мЬшаеть основная точка зрЗвя 


руководителя. В%дь, /—а есть невозможное выраженю. Умножить 
его само на себя значить произвести надъ нимъ то дЪйстве, по- 
средствомъ котораго оно само составилось изъ единицы, т.-е. 
дЪйстве также невозможное. Признать же нужно, что получится 
отрицательный результатъ, но не въ смысл логическаго отрица- 
ня обнаруживающейся нелЗпости, а въ смыелЪ числа, которое, 
правда, также было когда-то невозможнымъ, но съ которымъ уже 
ассимилировались по прежде бывшимъ полюбовнымъ соглашенаямъ. 
Какъ бы то ни было, новыхъ соглашенй всего два, и ихъ не- 
трудно вызубрить. Но бфда еше въ томъ, что они противо- 
р$®чатъ ощно другому, потому что, по первому условно, имЗемъ 


(/—а’=— а, а по второму, распространяя въ числ другихъ пра- 
вилъ также правило перемноженя корней, находимъ \/--а.У—а= 


—\У-+а?—-Еа. Тоть же хаосъ понят проявляется и въ пред- 
ставлени комплекса. Несуществующее мнимое количество скла-. 
дывають съ существующимь „вещественнымъ“ числомъ. Сумму 
опять-таки считаютъ мнимой, невозможной. Тфмъ не менфе про- 
изводять надъ комплексами всЪ алгебраическя дЪйствя, кон- 
статируя при этомъ, что, за нЪкоторыми исключен1ями, результаты 
дЪъиствй имфють тотъь же видъ, какъ и данныя ихъ, т.-е. значитъ, 
также невозможны, не существуютъ. 
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Тригонометрическая теор1я комплексовъ, признаваемая за строго 
научную, такъ же, по меньшей мЪрЪ, наивна, если не сказать 
больше. Въ самомъ дЪлЪ, строгая математическая теор1я какого 
либо вопроса должна вытекать изъ отчетливыхъ и полныхъ опре- 
дБленй тЪхъ основныхъ понятШ, которыя соотвфтетвуютъ содер- 
жаню вопроса, и изъ минимальнаго числа истинъ, положенныхъ 
въ основан выводовъ. ЗатЗмъ, научная теорля должна прел- 
ставлять логическую цфнь положенй, точно формулированныхъ и 
аргументально доказанныхъ. Ничего подобнаго мы въ разематри- 
ваемой теор!и не находимъ. Основной объектъ, самый комплексъ 
признается здЗсь также не реальнымъ. ДЪйствя съ нимъ, однако, 
производятся и также безлоказательно, по условно предписаннымъ 
рецептамъ. Не дается вовсе необходимое для характеристики 
учешя указане на то, что разематриваемое исчислеше относится 
къ пространству не одного, а двухъ измврен. Между т5мъ основ- 
ное преобразоване частей комплекса а--% по формуламь а==^С$% 
и 0—^ЭпФ заимствовано, именно, изъ области геометрическихъ, 
плоскостныхь представлен. Это преобразован разсматриваютъ, 
какъ чисто числовое, что, однако, предетавляетъ лищь непозволи- 
тельное сокрыте истины. Не буль истина скрыта, то и равенство 
12——1 не оказывалось бы парадоксальнымъ условемъ, противо- 
р5чащимъ прежнимъ правиламъ знаковъ, а явилось бы лишь до- 
полнешемъ этихъ правилъ. 


Ни одно алгебраическое дЪйстве въ этой теорм не иметь 
истиннаго опред$лешя, такъ такъ правила дЪйстый переносятся 
въ новую область безъ всякаго анализа новыхъ обетоятельетвъ. 
Поэтому и приходится оговаривать исключен въ случа пере- 


_ множешя корней. Попытки доказывать правила дЪйствй пред- 


ставляютъ, въ сущности, ложный кругь мысли. Такъ, начиная до- 
казывать правило умножешя  комплексовъ х (СФ - 2319) и 
71(Сз$1--23191), предполатаютъ напередъ и наобумъ, что дЪйств! 
это соотвЗтетвуеть обыкновенному умноженшю, подчиняется его 
свойствамъ и, такимь образомъ, идя въ раземотрЗыи дЪйстия, 
только еще подвергаемаго обсужден, вопреки логикЪ, отъ конца 
къ началу, прим$няють свойства перемЪетительности и распре- 
дълительности и уже потомъ выводятъ основной въ этой теория 
результать 7 [Сз(о--01)-Н1(©--$1)], т.-е. первичное правило 


‚умноженя. Понятно, что упомянутое разсуждене не можеть счи- 


таться доказательствомъ этого основного правила, а есть Лишь 
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согласоване преобразован! на почв$ принятыхъ безевязно и 0ез- 
доказательно условй. Вообще, теорйя эта представляетъь см$еь 
бездоказательныхъ въ однихъ случаяхъ положений и лишь при- 
зрачныхъ доказательствъ въ другихъ случаяхъ. 


Совершенно иными качествами обладаетъ геометрическая теорля. 
комплексныхъ количествъ. Я укажу здфеь н$Ъеколько основныхъ. 
ся положешй въ томъ краткомъ объем$, который окажется для. 
всего пальнЪйшаго достаточнымъ. ИзвЗстно, что количества поло- 
жительныя и отрицательныя представляются геометрически отр$з- 
ками прямой, которую мы примемъ горизонтальной, при чемъ, эти 
отрфзки откладываются въ первомъ случаЪ направо отъ произволь- 
ной точки прямой, каковая точка соотвЪтетвуеть нулю, & во 
второмъ случа налЪво. Равенство отр$фзковъ не считается нару- 
шеннымъ при передвижени отр$зковъ по данной горизонтальной 
прямой, безъ изм$нешя ихъ размЪра и направлемя. Обобщимъ. 
понямя и условя, соотвфтетвующйя прямой, т.-е. пространству 
одного изм$реня, на плоскость, т.-е. на пространство двухь из- 
мБренй. Для этого будемъ разематривать отр$фзки прямой или, 
такъ называемые, векторы произвольнаго направления, т.-е. съ 
произвольнымъ ‘угломъ наклоненя къ горизонтальной прямой. 
Равенство этихъ отр$зковъ опредфлимъ такъ, чтобы оно.не нару- 
шалоеь оть перенесенйя векторовъ въ другое м$ето плоскости 
безъ измБневшя ихъ разм$ра и направленмя. Примемъ, что векторъ_ 
съ размБромъ а, отклоненный отъ горизонтальной оси на уголь &, 
реализуеть геометрически абстрактное поняте о новомъ количе- 
ств$, которое назовемъ комплексомъ и обозначимъ черезъ аз. 
Число 4 назовемъ модулемъ вектора и также комплекса, угловую’. 
величину © амплитудой вектора и комплекса. Очевидно, всяюмй 
векторъ будетъ конкретно представлять нЪкоторый соотвзтетвую- 
ИЯ комплексъ, и, наоборотъ, каждому комплексу будеть евоот- 
вЪътствовать векторъ особаго размфра и направленя. Въ частности 
обратимъ внимане на векторъ разм$ромъ въ единицу, отклоненный 
оть горизонтальной оси на прямой уголь. Комплексъ, соотв$т- 
ствуюпИ такому вектору, будемъ обозначать 06060, римекой 
цифрой Г или буквой 4. 

Сложеше положительныхь или отрицательныхъ отр$зковъ пря- 
мой состоитъ, какъ извЪетно, въ томъ, что отр$зки эти отклады- 
ваются, второй за первымъ, посл5довательно, такъ что конецъ. 
перваго совпадаеть съ началомъ второго, и за сумму принимають. 


«“ 
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новый отрЪзокъ, идупИ отъ начала перваго слагаемаго къ концу 
второго. Обобщая такое представлеше сложешя съ лиши на пло- 
скость и разематривая каждый векторъ, какъ путь поступатель- 
нато перемщеня текущей точки, переходящей отъ начала вектора 
къ его концу, скажемъ вообще, что сложить два вектора зна- 
читъ произвести отъ конца перваго изъ нихъ то дЪйств1е— 
поступательное пером$щен!е, посредствомъ котораго 
второй векторъ составляется отъ нуля. Тогда правило сло- 
женя двухъ или большаго числа векторовъ будеть соотвЪтство- 
вать проведеню прямой оть начала перваго слатаемаго къ концу 
послВдняго или построено замыкающей стороны для ломаной, 
которой послЗдовательными сторонами будуть данныя въ извЪет- 
номъ порядкБ слагаемыя.—Очевидна перемфстительность такого 
сложешя, опред$ляемая формулой а„-6=6в-Ра», потому что обЪ 
части этого равенства, представляя двЪ соотвЪтетвенныя суммы 
смежныхъ сторонъ параллелограмма, имфютъ общую замыкающую 
датональ.—-Очевицно также свойство сочетательности, опредЪляе- 
мое равенствомъ (а»„--68)с.—а«-Н(в--с.), которое легко по- 
строить и оправдать этимъ самымъ построенемъ.—Понятно вообще, 
что такое сложенше, въ примнени его къ комплексамъ, будетъ 
заключаться въ отдфльныхъ сложевшяхъ дЪиствитольныхь и мни- 
мыхъ частей и явится ничфмъ инымъ, какъ обобщенемъ преж- 
няго. Вся же теоря дЪйствя окажется обоснованной не бездо- 
казательными рецептами, а строго логическимъ развитемъ основ- 
ного опредЗленя. 


Умножен!е на абсолютное число понимается геометрически, какъ 
удлинене или укорочеше множимаго отр$зка, или какъ поступа- 
тельное перем щен!е конца отрЪзка въ сторону удаленя отъ на- 
чала или приближеня къ нему. Изъ геометрическаго предетавле- 


я количествь фи —1 ясно, что умножеше на эти количества, 


хотя дЪйствительныхъ количествъ, должно быть понимаемо, какъ 
вращене множимыхъ отрфзковъ на уголь, въ первомъ случа 90°, 
а во второмъ 1800. Для общаго случая умножешя произвольныхъ 
комплексовъ, остается въ сил опред$лене: умножить одно ко- 
личество на другое значитъ произвести надъ множимымъ 
т дЪйств!я, посредетвомъ которыхъ множитель состав- 
ленъ изъ положительной единицы. При умножеши ах на бр, 
такихъ дфйств будетъ два: умножен!е модулемъ 6 должно состоять 
въ удлиневши или укорочени а» въ отношевши 6 къ 1, что даетъ 
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результать (а6)„. Умножене амплитудой должно состоять во вра- 
щенш (45), на уголь [, отчего получится (46)а+в. Это и ееть 


основной результатъ, который легко развивается на случай ббль- 
шаго числа производителей. Общее правило умножешя требуеть. 


перемноженя вофхъ модулей производителей и сложевшя веъхъ 
амплитудъ. Такъ какъ основное правило умноженя вытекаетъ изъ 
двухъ опрелЗлен!й —самаго комплекса и дЪйстыя умножешя, то, 
значить, выводъ этотъ обусловленъ смЪшанной аргументащей, т.-е. 
доказательствомъ. Въ свою очередь изъ правила умножея выте- 
кають доказательно законы перемстительности и сочетательноети. 
Вообще вся теорля является не безсвязнымъ сборникомъ предпи- 
санныхъ рецептовъ вычислешя, & прямымъ логическимъ развитемъ 
опред$леня дЪйствя. Изъ этой теори для нашей цЪли особо важенъ 
_законъ распредфлительности, а потому на доказательствф его я 
остановлюсь подробнЪе. Этотъ законъ, для умноженя модулемъ, 
выражается формулой (а«-Н68)с=(ас)«-Н (с). Равенство такое 
яено изъ того, что при построев1и треугольника, подобнаго дан- 
ному, посредствомъ удлиневшя или укорочемя одной изъ его сто- 


ронъ, нужно въ томъ. ще отношенм изм$нить и остальныя сто-. 


роны. Для послЗдующаго умноженя амплитудой, имЗемъ формулу 


(ас)«-Н (с) ]=(ас)»+.-- бе)в+.. Это равенство обусловлено т$мъ, 
что при вращени одной изъ сторонъ неизмЁняемаго треугольника 


на нзкоторый уголъ, другя стороны поворачиваются на тотъ же. 


уголъ. { 
Вышеизложенная геометрическая теоря комплекеовъ примЪняет- 
ся съ крайней простотой и безусловной общностью къ построеню 
всей тригонометрии по совершенно новой системЪ. При этомъ вез 
извЪетные выводы получаются новыми способами, съ которыми 
прежн!е способы едва ли могутъ конкурировать. Для указываемаго 
прим$неня нужно дополнить изложенную теорпо указашемъ усло- 
ый равенства комплексовь а-И=е--4, т.-е. отдзльныхъ ра- 


венствъ а=с и 65—4. Условя эти вытекаютъ изъ того, что при’ 


равенств$ двухъ векторовъ должны быть соотвЪтетвенно равны, 
какъ горизонтальныя, такъ и вертикальныя проекщи векторовъ. 
‚ Замзтимъ, далЪе, очевидное равенство 1„—={Сз%--131%. Наконець, 
отмфтимъ, что изъ правила умножевя сл$дуеть #—=—1. 


У 
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Новый курсъ тригонометраи. 


Изъ трехъ отдЗловъ элементарной чистой математики, тригоно- 
метрия лучше другихь обработана въ научномъ отношенши. ЗдЪеь 
нфтъ тхъ грубыхъ ошибокъ въ опредвлемяхь и пр!емахъ вывода, 
каюя встрЪчаются въ ариеметикЪ и алгебрЪ. И, все же, можно 
припомнить, что въ педагогической литературЪ еще недавно не 
различали понят о синусЪ геометрическомъ и малематическомъ, 
такъ что терминъ—лишя синуса оказывался новымъ и чуть что 
не лишнимъ. Тригонометрическя величины и до сихъ поръ опре- 
дфляють, во вехъ случаяхъ, какъ отношеня извфетныхъ, напра- 
вленныхъ въ плоскости, линШ къ абсолютному радусу, что не- 
соотвзтетвуетъ дЪйствительному алгебраическому сравненю такихъ 
лин. Необходимое для обобщеня формулъ Декартово правило 
знаковъ смз шиваютъ съ Декартовымъ же условшемъ конкретнаго 
предотавленмя положительныхъ. и отрицательныхъ количествъ. Фор- 
мулы, доказанныя для частныхъ случаевъ, недостаточно отчетливо 
раепространяютъ на обийй случай. 

Но и при устранени отм5ченныхъ главныхъь ошибокъ, куреъ 
‘тригонометри подлежить еще важнымъ усовершенствованямъ. 
Необходима большая общность выводовъ, избавляющая отъ раз- 
смотрзя мелочныхъ обстоятельствъ въ довольно длинномъ рялЪ 
частныхъ случаевъ. Нужно объединене премовъ доказательетвъ, 
представляющихь до сихъ поръ излишнее разнообразие, что свидЪ- 
тельствуетъ объ отсутетвыш естественной системы построеншя ученя. 
Нужны разъясненя того, какимъ путемъ и на какомъ основан! 
возникли извЪетныя представлешя, условя, опредЪленя. Резюмируя, 
<кажу, что дЪйствительная законченность курса можетъ быть опре- 
лВлена лишь такой общей системой, которая, развиваясь есте- 
ственно, безъ всякихъ скачковъ и уклоненй въ сторону, объ- 
единяла бы рЪшительно вс частности учешя, устанавливая каждую 
изъ этихъ частностей на единственное, соотвЪтетвующее ей, мЪето 
и объясняя ее способомъ, по простот® такового не дхопускающимъ 
измЗненя. Мой новый куреъ преслЗдуетъ, именно, такую цЪль. 
Въ его наличномъ издани онъ массивенъ, потому что содержитъ 
много дополнительныхъ статей и частныхъ подробностей, могущихъ 
представить спещальный интересъ. Сущность же всего учешя 
можно изложить въ необычайно краткомъ вид$. Этимъ я и займусь 
въ настоящей главЪ. 
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Основныя понят. 


Во введени, им$ющемъ на первыхъ страницахъ обычный ха- 
рактеръ, поясняется сначала возможность отысканя треугольника 
по даннымъ тремъ его элементамъ, между которыми имЗетея хотя 
одинъ линейный. Затфмъ, указываются преимущества числового 
р$шеюя сравнительно съ геометрическимъ построешемъ. Уета- 
навливается поняте о линейномъ разм$рЪ угла: такъ какъ для 
даннаго угла отношен!е всякой соотвЪзтетвующей дуги къ ея 


. $ 
радусу, - =, есть число постоянное, то это число можно принять 


за мфру угла, при чемъ единицей м$ры будеть длина дуги при 
радлусЪ равномъ единицЪ; изъ предыдущей формулы вытекаетъ 
часто употребительное въ высшей математик$ выражене дуги 
черезъ ражусъ, з=Ая. Въ концф введешя отмВчаются двЪ с0- 
вмфетныхь формулы для вычисленя линейнаго размфра угла по 


гралусному и наоборотъ; линейный размфръ вычиеляемъ по 


|... 


0 
формулЪ т. градусный по обращенной .4°—180°. -. 


1800 
Прост5йшимъ треугольникомъ нужно считать прямоугольный. 
Форма его опредЗляется однимъ острымъ угломъ. Возьмемъ такой 
треугольникь АВС, принимая катеть АБ=с горизонтальнымъ 
слЪва направо, катетьъ БСО==а вертикальнымъ снизу вверхъ и, 
значитъ, считая АО== гипотенузой. Уголь А главный, С допол- 
нительный. Выписавъ стороны въ порядк$ а, 6, с и затБмъ въ 
а: 36-5 
сорРаа 
ваемыя тригонометрическими. Ве шесть чисель, выражающихъ 
эти отношеня, соотв$тетвуютъ углу А и сь изм5невшемъ этого 
угла измвняются. Переходъ отъ порядка сторонъ а, >, с кь 06- 
ратному с, 6, а равносиленъ перестановк$ катетовъ а и с или, 
значитъ, также угловъ А и С, а потому т же шесть чиселъ 
можно считать соотвЗтетвующими углу С. Но, _ВЪ ЭТОМЪ случаз. 
за первый порядокъ сторонъ нужно принять прежн обратный, & 
за второй—прежн!й прямой. 
Если въ угл А проведемъ дугу радусомъ, равнымъ 1, то веб. 
шесть тригонометрическихъ отношенй можемъ представить длинами 
особыхъ шести линШ, соотвЗтетвующихь этой луг$. Такъ ока- 


. [47 
обратномъ с, 6, а, составляемъ отношеня > назы - 


4 
жется: ; 


‚ =50% есть длина перпендикуляра, опущеннаго изъ конца, 
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дуги на радтусъ, проходяпий черезъ ея начало, =Тво есть длина 


отр$зка касательной, проведенной въ началЪ дуги, до пересБчешя 
съ продолженнымъ радтусомъ, проходящимъ черезъь конецъ дуги, 


|) [+ => 
5=5е% есть длина отрЪзка с$кущей, проходящей изъ центра до 


конца лини тангенса. 

Уголь С можно перенести вершиной въ А, проведя въ этой 
точк$ перпендикуляръ къ АВ. Для перенесеннаго угла выберемъ 
направлене, противоположно прежнему такъ, что начальной стороной 
булеть новый перпендикуляръ, а конечной—общая сторона угловъ 
А и новаго С. Тогда, построивъ, по предыдущимъ опред$лешямъ, 
лини синуса, тангенса и секанса для угла С, найдемъ, что длины 
ихь выражаются отношенями второй группы. Разсматривая новыя 
лиНи соотвфтетвенно главному углу А, назовемъ ихъ косинусомъ, 


ь С 
котангенсомъ и косекансомъ главнаго угла, такъ что „==(8%, 


вхо Ь , 
== Свх, „==Сз6и. Каждая лиШя одного изъ дополнительныхь 


угловъ есть соотв$тетвующая другого угла. Отеюда—формулы 
дополнительныхъ угловъ. 


Соотношеня тригонометрическихъ чиселъ. 


Выписавъ длины сторонъ въ порядкВ а, 6; си въ обратномъ 
[ил 
7% 


с, 8, а, составимъ указанныя тригонометричесвя числа: Бпя=у 


с 
> 
взаимно обратныя числа, находимъ три формулы Кпа.С569=1, 
Та. 0—1, $0%.Сза=1. Выпишемъ затВмъ Пивагорову связь между 
длинами сторонъ, т.-е. а?-+-с?=5?. РаздЪливъ об части равенства 
поочередно на 6”, на с?, на а?, выведемь еще три формулы 
Зп2и-- 03?и==1, То?х--1==5с?и и 1--С4®ю?==Сзе?х. По выведен- 
нымъ шести формуламъ можно, зная одно тригонометрическое число, 
вычислить пять остальныхъ. При этомъ одна изъ формулъ будетъ 
оказываться лишней, но пригодной для провзрки произведеннаго 
вычисленя. 

Для удобства подобныхъ вычисленй увеличиваемъ число фор- 
мулъ;, связывающихь тригонометрическ!я числа. Къ предыдущимъ 
шести формуламъ можно присоединить четыре новыхъ. Вообра- 


а Ь С Ь 
Тех=-, беа— 03=» 09= Сзсх—-. Перемножая попарно 


. 4 
зимъ опредЗленя тангенса и котангенса равенствами Тва=- и 
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Сей =- и умножимъ члены каждаго отношеюмя на гипотенузу, 


: аь Ьс 
отчего эти отношешя примутъ видъ -. и-;. Разбивъ же каждую 


изь полученныхь дробей въ произведее двухъ простЪйшихъ, 
получимъ формулы Т®и=8п.3ех и Се9==05%.С56%. ДалЪе, выпи- 
щемъ т$ же опредЪлен!я тангенса и котангенса и раздЗлимъ члены от- ° 


с : оз чо 
ношешя на гипотенузу, отчего отношешя примутъ видъ и. 
Т б рормуламъТ Си Се 089. 

акое преобразован!е приводитъ къ форму ва ас" 


Каждую изь десяти формуль можно вывести самостоятельно изъ 
чертежа. Это даетъ рядъ геометрическихъ упражненй. Между фор- 
мулами отдЗляемъ пять основныхъ такъ, чтобы въ отобранную 
группу входили всЪ шесть чиселъ. Остальныя формулы предетав- 
ляютъ алгебраическя сл$детвя основныхъ. 

Отбрасываемъ опредленя секанса и косеканса и выписываемъ 


остальные четыре: ==, -=ТвА, ==084, == 0% А. Отсюда 


— формулы соотношевшя сторонъ прямоугольнаго треугольника: 
а=—05п.А, а=сТеА, с=6СзА, с==а ОА. ЗамЪнивЪъ здЪсь А=90— С, 
получимъ подобныя же формулы для угла С. Каждую изъ восьми 
формулъ можно вывести самостоятельно изъ чертежа. Присоеди- 
няемъ къ этимъ тригонометрическимъ формуламъ двЪ геометри-. 
ческихь А-- С=90 и а? с*=52. Показываемъ, что изъ поелёд- 
нихь двухъ формуль съ присоединешемъ къ нимъ одной триго- 
нометрической, напр., а=053пА, можно вывести всЪ остальныя. 

Помощью извЪстнаго выражешя хорды черезъ синуеъ половины 
центральнаго угла, а,—=2боА.„, вычисляются тригонометрическля 
числа угловъ 60°, 30°, 45° и 18°. Посредетвомъ формулы удвоен1я 
изъ теор правильныхъ многоугольниковъ, а 2—2 \4—а?,, можно 
вычислить числа угловъ 15°, 22030’, 9°, а черезъ обралценте этой - 
формулы едЪлать то же для угла 36°. 

Предыдущая данныя позволяютъ рЪшаль прямоугольные треуголь- 
ники, когда въ нихъ входятъ углы, которыхъ тригонометрическя 
числа мы знаемъ или можемъ опред$лить. Въ виду этого рае 
триваются четыре основныхъ случая рзшеня. 

Отд$лъ заканчивается построенями остраго угла по данному 
его тригонометрическому числу. При этомъ выясняется, что такя’ 
построеншя нужно дЪлать, вопреки обыкновеню, при радуеЪ не- 
опредЗленномъ, что упрощаетъ дЪло. 
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: Обобщене опредфленй. 


Оть раземотрЗя остраго угла переходимъ къ тупому; это за- 
ставляеть изсколько расширить опредЪлен1я тригонометрическихъ 
величинъ. Оказывается, что величины таюя слЪдуетъ разематри- 
вать, какъь не абсолютныя, & направленныя, въ смысл положи- 
тельности или отрицательности. Геометричесюй синусъ есть пер- 
пендикуляръ, опущенный не на радТусъ, какъ говорили прежде, а 
на даметръ, проходяпий черезь начало дуги. Направлеше его 
такое же, какъ прежде, и принимается за положительное. Геоме- 
трическй тангенсъ есть отрфзокъ первой касательной, образуемый 
не продолженнымъ ражусомъ, а продолженнымъ въ ту или другую 
сторону ламетромъ, проходящимъ черезъ конецъ дуги. Напра- 
влеше его, противоположное прежнему, принимается за отрица- 
тельное. При построен секанса возникаетъ вопросъ о различен 
его направлешя. Изъ подобя треугольниковъ на чертеж, видно, 
что абсолютныя величины синуса, тангенса и секанса удовлетво- 
ряютъ прежней формулБ Тох==Зп9.$с%. Для оправданя той же 
формулы въ алгебраическомь смыслф, нужно считать секанст, 
отрицательнымъ. Это приводить къ сравненю направленя секанса 
съ направлешемъ подвижнаго дламетра, т.-е. къ установлен!ю призна- 
ка прохождешя секанса или непрохожденя черезъ конецъ дуги. 

Съ другой стороны, выводъ изъ чертежа упомянутой формулы, 
вЪ ея алгебраическомъ смыслф, наталкиваеть на Декартово пра- 
вило знаковъ. Оно состоить въ томъ, что, при введен!и вЪ вы- 
числен1е геометрической, завЪдомо отрицательной, ве- 
личины, нужно передъ послЗдней ставить знакъ минусъ. 
Такимь образомъ, въ пропорши подобя треугольниковъ нужно 
вмЪето абсолютныхъ длинъ лиШИ ввести Зи, —Тех и —Зса. Ми- 
нусъ, упоминаемый въ Декартовомъ правилЪ, отнюдь не тотъ, ко- 
торымъ отмфчается отрицательность самой разсматриваемой вели- 
чины. Это второй минусъ, формальный. Онъ переводить отрица- 
тельную величину въ положительную, каковая только и можетъ 
быть подставлена въ пропоршю на м$ето входившей тамъ абсо- 
лютной величины. 

Для построешя косинуса, котангенса и косеканса тупого угла, 
нужно найти дополнительный уголъ. Посл днй опредЪляется вы- 


ражешемъ во, т.-е. алгебраическимь признакомъ постоянства 
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= й п - 
суммы угловъ, равной 5. Въ данномъ случаЪ 5—@& должно быть 


отрицательно. Сопоставлене этого обстоятельства съ чертежомъ 
приводитъ къ условю о выборЪ для дополнительной дуги второго 
начала и о противоположномъ отсчитывани направлен!й для двухъ 
дополнительныхъь дугъ. Все это опред$ляется совершенно есте- 
ственно и притомъ перманентно. ЗдЪесь законъ перманентности 
въ полной наличности, потому именно, что въ основу кладутся 
обпце, алгебраическе признаки понятий. 

Посл установленныхъ обобщенй, распространене на новый 
случай формулъ дополнительныхъ угловъ достигаетея уже про- 


. п 
стымъ замЪчанемъ, что въ сумм а 1—5 слагаемыя можно пере-. 


мЪщать и что условя построешя какъ самихъ дополнительныхъ 
угловъ, такь и ихъ тригонометрическихъ лин, соотв$тетвують 
взаимно по ихъ полной однородности. Однако, въ виду отвлечен- 
ности этого замБчаюшя, указывается и путь повфрки его или са- 


мостоятельнаго доказательства любой изъ формуль дополнитель- 


ныхь угловъ. Образчикъ подобнаго доказательства, взятый намф- 
`’ренно изъ числа труднзйшихъ, ведется во всеоружи принятыхъ 
условй. Прежне курсы не представляли образцовъ подобной тон- 
кости разсуждевня, доступной, однако, изучающимъ. 
Вышеописанная система построемя ученя, вводя сначала поня- 
я объ измВняющихея съ измЗнешемъ угла отношеняхъ сторонъ 
треугольника, въ дальнзйшемъ замфняеть раземотрЪн1е отношений 
изучешемъ свойствъ изв$стныхъ линй. Несомнфнно преимущество 
второго разсмотрЪн1я со стороны наглядности и возможности 0боб- 
щения. Естественный путь мышлешя посл$довательно приводить 
къ разсмотрЪ ню общаго тригонометрическаго процееса измЗнен1я 
и сталкиваеть насъ съ понятями о тригонометрическихъь функ- 
щяхъ. Неуклонно приходимъ мы къ заключенямъ, полобнымъ 
тому, что синусъ есть количество, положительное или 
отрицательное, выражающее длину и направлен1е извЗет- 
наго перпендикуляра. Мы совершенно отходимъ оть первона- 
чальнаго узкаго понятя объ отношени сторонъ треугольника, 
вообще оть отношеня какихъ-либо лиНй и осмысливаемъ въ по- 
нятши- синуса абстрактное дЪйствительное количество, извЗотнымъ 


образомъ представляемое геометрически, Свойства этого количества. 
уподобляются свойствамъ тгеометрическаго представленя, но оба. 


понят!я, абстрактное и конкретное, остаются всегда различимыми. 


№ 
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Отм$чаемый здЪсь переводь числового представлешя на, линей- 
ное, принятый уже давно и общеизв$стный, составляетъ, конечно, 
одно изъ гешальныхъ изобрзтенй ума. Геометрическое представ- 
лене раскрываетъь таюмя перспективы ученя, которыя иначе было 
бы трудно усмотр$ть. Весь процессъ измфневя, какъ аргумента 
функцш, такъ и ихъ самихъ, представляется съ полной натляд- 
ностью. Также наглядной оказывается непрерывность измЪнений, 
численно вовсе не представимая. Яены поняття о пред$лЪ, о без. 
конечномаломъ, о нуляхъ и безконечностяхь функщй. Перюдич- 
ность прямыхъ функц, многозначность обратныхъ, всЪ эти почти 
парадоксальныя, съ числовой точки зря, свойства функщИ вполнЪ 
воспринимаются сознашемъ. Однако, какъ было уже сказано, гео- 
метричесми методъ иметь и крупный недостатокъ въ необходи- 

мости реализовать предетавлене при каждомъ отдфльномъ выводЪ 
и волбдетые этого терять общность вывода. Каждое умозаклю- 
чене на этомъ пути размЗнивается на частности, и требуется 
многократное раземотрЗ не для установленмя общности. Поэтому 
велика и идея Арганда, дающая въ тригонометр!и обратный пере- 
водъ линейнаго предетавленя на числовое, но съ обобщенемъ 
поелЗдняго, съ характеристикой не ливши только, а плоскости, 
въ которой совершается тригонометрическй процесеъ изм$невя. 
Именно эту идею Арганда, намченную авторомъ ея въ двухъ 
главныхъ этапахъ развитя, я развиваю детально на всемъ протяже- 
ши тригонометрическаго ученя. 


Теоря тригонометрическихъ функций. 


`Основныя формулы соотношеня тригонометрическихь функщй 
распространяются на произвольный уголъ обычнымъ путемъ. Имен- 
но здЪсь уже виденъ недостатокъ геометрическаго метода. Въ даль- 
нфйшемъ вездЪ примЪняется плоскостное исчислене. Главный 
признакъ плоскости выражается, примнительно къ тригонометраи, 
равенствомъ 1.—=0з“-—- 151%, при условши ?==—1. Равенство это 
вфрно при произвольномъ угл %. На основами указанной фор- 
мулы и правила перемноженя комплексовъ, можно въ формулЪ 
Пиеагора 1=05%--Зп?х разложить 06$ части на множителей 
въ видВ 1л. 1_„=(03%--319)Сзх— 19). Сокраливъ затёмъ мно- 
жителей, равныхъ по основной формул комплекса, получимъ фор- 
мулу сопряженнаго комплекса 1-„=08х—З1а. Изъ предыдущаго 
вытекаютъ первыя формулы приведемя функщй, именно формулы 


Е 


равнопротивоположныхъ угловъ. Такъ какъ 1-„ == 08 (— 9) 
(3—4), то, по услов!ю равенства дЪйствительныхъ частей двухъ 
равныхъ комплексовъ и мнимыхъ частей, имфемъь С8(—9)==(С8% 
и 91(—0©)=—$19, при всякомъ угл ©. 


Для вывода вофхъ остальныхъ формуль приведения, соединимъ 
обЪ формулы комплексовъ въ одну 1-+-„=Сза-щи и будемъ 
посл$довательно умножать вторую часть на +, а въ первой уве- 


п х 
личивать аргументъ на 5=0, что равносильно. При первомъ умно- 


2 
жеши получимь 1+====$1*--за, откуда слфдують формулы 
С5(-)=-Е81а и Эв(0-)=0Сза. Умноживъ вторично, находимъ 
1-+а == — 039 -Е па, откуда сл6дуеть Ск = х) = — 08“ и 
5и(т-=)===51. При третьемъ умножеши выходить 1,9-+а== 
—-Е$па—4035, т.-е. Сз(36-)=- 1х и З0(30-)=— (за. При 
четвертомъ умноженш имЪемъ 123 а=Сзи-Е ща, т.-е. О$(2щ-Е®)= 
—(03% и 5п(2ж-Ех)—=-=510. Такимъ образомъ, доказываемъ крат- 
чайшимъ путемъ и при всякомъ угл % всё формулы приведеня. 


Для вывода теоремы сложешя функц, беремъ формулы 1.==. 
—=0зи--31% и 1в==0зВ--5пВ и перемножаемъ ихъ, въ первыхъ 
чаетяхь по правилу сложевшя амплитудъ, а во-вторыхъ частяхъ 
распред$лительно. Получимъ 1х+8=03&0з8— пов -Н(ЗпазВ -- 
- Сзх$0 В). Отсюда, черезъ сравнеше дЪйствительныхъ и мнимыхъ 
частей, находимъ (3 (я-Е В) = Сз%03В — ЗпаЗи8 и Би (а-Е В) = 
ЗпиСз0--СзаЗпВ. Теорема доказана сразу для синуса и косинуса, 
и безъ всякаго ограниченшя относительно угловъ и В. 


РЪЬшене вопроса о разложени синуса и косинуса въ ряды. 
ставитъ эту теоршю съ самаго начала ея въ естественную связь 
съ теорей показательныхъь функщй 6“ и ©”, что прежде усматри- 
валось, наоборотъ, какъ вполнф неожиданное посл детве добытыхъ _ 
инымъ путемъь рядовъ. Благодаря этой связи, находимъ формулу 


: . “\п д р 

Ти= в 1-9 ”) - Разложене второй части по биному Ньютона 

даетъ. посль обработки при ® безгранично-возрастающемъ, основ- 
:. . 22? 2323 м: 

ной рядъ 1—1 0-15 Ртэз--...`” Сравнивая здесь дЪйстви- 


ве. 
1.2.3.4 


ооофоде 


&2 
тельныя и мнимыя части, выводимь (за—1— 5+ 


5 ©З 65 
и о Ррозав о 


чес 
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Дополнения. 


Изъ прелыдущихъ сжатыхъ указанй видно, насколько есте- 
ственно, кратко и просто строится по новому методу все основное 
тригонометрическое. ученше. Никакая иная система не можеть кон- 
курировать съ описанной. Между прочимъ, тотъ же методъ раз- 
ршаеть самымъ прямымъ путемъ вопросъ о разложени воЪхъ 
элементарныхъ функцй въ ряды. Въ выводахъ рядовъ для двухъ 
обратныхь функщй — логариема и арктангенса обнаруживается 
рЪзкая аналогя, раньше не замфченная. Съ особой простотой 
выводятся и формулы соотношеня сторонъ и угловъ треугольника. 
Записываемъ только, что во всякомъ треугольникз комплексная 
сумма двухъ сторонъ равна третьей сторонЪ, принятой за основа- 
не, и немедленно, сравнивъ въ этомъ равенств$ дЪйствительныя 


ЖИ МНИМыЫяЯ Части, выводимЪ дВЪ главныя формулы, ВЪ сущности 


уже заключающия въ себЪ все содержане, исчерпывающее вопросъ, 
такъ какъ остальныя формулы суть лишь сл$детыя этихъ глав- 
ныхъ. Не довольствуясь этимъ и лишь немного развивая тотъ же 
методъ, раскрываемъ друмя важныя данныя. Также примфняемъ 
методъ къ раскрыт н$Ъкоторыхъ свойствъ многоугольниковъ. 
Помимо оцфнки впервые оформленныхъ нормальныхь способовъ 
построеня всей тригонометр!и и разложешя элементарныхъ функ- 
шй въ ряды, безпристрастная ‘критика могла бы обратить внима- 
ше на друмя, менфе важныя, достоинства книги. Отм$чу, напр., 
краткую статью о составлеши общихъ выраженй обратныхъ кру- 
говыхъ функщй и своеобразное, по сжатости, объяснеше веЪхъ 


‘деталей рёшеня тригонометрическихъь уравненй. Можно было бы 


обратить внимане на обширный и систематизированный сборникъ 
задачъ по всфмъ отдзламъ курса, на 060бо0 подробный разборъ 
случаевь рЪшешя треугольниковъ. Посмотримъ теперь, какъ отне- 
слась къ дфлу критика Ученаго Комитета, выраженная рецензей 
профессора К.. Раньше, эту несравненную по особымъ качествамъ 
рецензю я разобраль въ отдфльной брошюрЪ дословно. 


Критика курса тригонометрии. 


Сознавая, видимо, свою формальную безотвфтотвенность, кри- 
тикь прежде всего заявляетъ: [Плоскостное исчислене автора 
предетавляеть ‘собою пеструю и весьма слабо изложенную смЪсь 
основныхъ понят теори проекщй и теорш комплексныхъ чиселъ]. 
| . 
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Чтобы оцфнить сказанное, я предлагаю читателю переемотрЪть 
вновь-—изложенныя выше, передъь предыдущей главой, основашя 
этого исчислешя. Несомнзнно, что тамъ никакой теор проекций 
нЪть. Все же изложеше не имфеть и ничего общаго съ обычной 
теортей комплексныхь чисель. Ясно, значитъ, что это изложеше 
не можеть представлять ни слабую, и никакую иную смЪеь ученш, 
которыя тамъ оба отеутетвуютъ. 

Нисколько, однако, не стфеняясь ложностью высказаннато за- 
явлешя, г. К. продолжаетъ: [Изложеше настолько неудовлетво- 
рительно, что, напр., нзть опредЗлешя понятя о` направаенш 
отр$зка, а, слБдовалельно, и объ угл между двумя отрЪ$зками]. _ 
Итакъ, по мн$Ъншо критика, въ серединЪ курса тригонометрии, 
изложивЪ уже значительную часть этого отдЪла математики и по- 
говоривъ тамъ о всякихъ углахъ, а также о разнообразныхъ на- 
правленшяхъ тригонометрическихъь лин, нужно было намать го- 
ворить объ основныхъ понямяхьъ—прямой лини и углВ между — 
двумя прямыми. Такая система, видно, не была бы пестрой и. 
слабой. Аналогично этому можно, значить, негодовать на то, что, 
напр., въ геометри при доказательств, положимъ, Итоломеевой _ 
теоремы, разсматриваютъь прямо подоб]е треугольниковъ, а упуека- 
ютъ изъ виду дать опредЪлене того, что называется треугольни- 
комъ и т. под.. Кажется, до такой безцеремонной фальшивости 
никогда еще критика не доходила. | 

Продолжая обзоръ излагаемой мною геометрической теор ком-_ 
плексовъ, рецензенть говорить: [Е стественность изложешя про- 
является въ томъ, что авторъ извратилъ естественный и строй 
ходъ мысли и построилъ тригонометр!ю на свойствахь комплекс- 
ныхъ чиселъ, въ то время, какъ сами эти свойства должны быть 
выведены изъ тригонометрии, какъ это, казалось бы, воБмъ извЪетно]. 
ДЪиствительно, если не всфмъ, то, очевидно, самому г. К. изв$- 
стенъ быль только выводъ свойствъ комплексовъ изъ тригоно- 
метри. Напомню читателю сд$ланный уже мною разборъ логич- 
ности такого вывода. Въ немъ, приступая къ строгому, якобы, 
анализу дЪйствй съ комплексами, начинаютъ съ преобразованя вы-. 
ражешя а--0 по формуламъ а==СзФ и 6—1, которыя, въ дЪй- 
ствительности, заимствованы изъ геометрическаго представления, 
а вн его оказываются подтасованными. Велфлъ за подетанов- 
кой, выводятъ х за скобки, хотя свойство распред$лительности 
еще не доказано. Посл такого, уже состоявшагося утилизиро- 
вания одного изъ свойствь еще не разсмотрЪннаго и никакой 
характеристикой не опредЪленнаго умножешя, начинаютъ выво- 
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дить основное правило этого дЪйствя, но при этомъ опять-таки 
пользуются даже посл5детвями свойства распредЪлительности, какъ 
и другими свойствами того же, казалось бы, только еще анали- 
зируемаго дЪйствя. Въ нормальной логикЪ подобный ходъ мысли 
называется ложнымъ кругомъ. 

Однако, не усматривая самъ подобныхъ недостатковъ обычной 
манеры построеня ученшя, г. К. имЪетъ безцеремонность заявлять 
по поводу приводимаго мною доказательства теоремы сложеня 
тригонометрическихь функщи: [Немудрено, конечно, что у автора 
доказательство этой теоремы выходить простымъ и общимъ, когда 
при этомъ доказательств онъ скрытымъ образомъ пользуется 
самою доказываемою теоремой]. Доказательство, вмЪстЪ со всеми 
его основанями, приведено выше въ настоящей книг. Разу- 
мфется, всякому ясно, что заявлее критика ложно. Въ своей 
`прежней брошюр я потребоваль объясненй по этому поводу. 
Тогда профеесоръ развиль, въ упомянутомъь уже письмЪ къ ре- 
дактору, свое каллиграфическое опровержеше опредЪленя умно- 
женя, которое я прим$няю въ основахъ исчислешя. Характерно, 
въ этомъ пунктЪ рецензи, еще то обетоятельство, что инкрими- 
нируемое доказательство теоремы сложешя приписывается миЪ, 
‘тогда какъ оно сто лЬть тому назадъ было указано Аргандомъ. 
Лено, что съ теорей этого мыслителя, оц$ненной давно’ уже 
Гауссомъ, Коши, Уэлемь и многими другими, авторитетный членъ 
‘нашего Ученаго Комитета не быль совершенно знакомъ, хотя и 
подвергалъ ее, въ моемъ развитш, своей`неумолимой критик$. 

„Издане книги“, говорю я въ предисловии къ курсу тригоно- 
метри, „иметь первою цфлью показать, что примфнене къ три- 
гонометр!и алгебраическаго метода изложешя, расширеннаго вве- 
денемъ самыхь проетыхъ основъ плоскостнаго исчисленя, нозво- 
ляетъ построить всю систему тригонометр!и естественно и общфе, 
а мъ достигалось это до сихъ поръ примВнешемъ обычнаго геометри- 
ческато метода. Вторая цЪль показать, что элементарный матема- 
тичесюй анализъ можеть быть совершенно обособленъ. оть вые- 
шато, такъ какъ, благодаря новой постановкЪ вопроса о разло- 
женш веЪзхъ элементарныхь функщИ въ ряды, эта труднфйшая 
задача разрЪшается алгеброй самостоятельно“. критическую оцЗнку 
моего выполнения первой задачи мы сейчаеъ видЪли и могли оц$- 
нить ее въ свою очередь. О выполнени второй задачи рецензентъ 
говоритъ: [Какая же заслуга въ томъ, чтобы обовобить элемен- 


_  ‘тарный анализъь отъ высшаго, да и развф трудно это едлалть]. 
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Критикъ считаеть нормальнымъ, чтобы изложене тригонометрии 
обходилось безъ строгаго и практически удобнаго разрЪшеня во- 
проса о вычислении тригонометрическихъ функшй. ИзвЪстно, однако, 
что этоть вопросъ для тригонометрии есть самый главный, и что 
именно для его разрЪшеня вся тригонометря и была создана. 
Если бы задача обособленмя элементовъ не заслуживала внимавя, 
то надо думать, что Декартъ, Эйлеръ и друме математики не д%- 
лали бы попытокъ къ ея рЪшеню. ИзвЪетно, что способы вы- 
численмя элементарныхъь функшй, указанные этими учеными, не 
совсфмъ удовлетворительны, или по недостатку строгости анализа, 
или по сложности его. ВелБдетие этого ршеше насущныхь за- 
дачъ теори элементарныхъь функщй по необходимости относилось 
къ высшему анализу. СлФдовало бы признать моей заслугой то, 
что, давъ новый, вполнф элементарный выводъ формулы, аналогич- 
ной формул Эйлера, и совершенно въ дух идей Арганда, я при- 
рочилъ къ этой единственной формул вс разложеня и обосно- 
валъ ихъ такъ, что веЪ раньше. извЪетныя замъчаня объ этихъ 
разложешяхъ получаются естественно и самыми прямыми путями. 


По компетентному мн$ншю профессора К., обособить элементар- 
ный анализь отъ высшаго нисколько не трудно: [Стоитъ только. 
расположить теоремы такъ, чтобы послзлующя вытекали изъ. 
предыдущихъ, потомъ въ любомъ м$етВ поставить черту, назвать, 
то, что до этой черты, элементарнымъ анализомъ, остальное 
высшимъ и-—дЪло сд$лано]. Подобный, оригинальный принципъ 
систематизащи, конечно, никёмъ еще не быль примфненъ. Несо- 
мнЪнно, онъ очень простъ, но проста также и логическая оц нка& 
его. Оказывается, что нашъ критикъ видить во всемъ математи- 
ческомъ анализь однЪ только взаимно связанныя теоремы, не 
усматривая того, что естественными гранями для систематизали | 
ученя являются отнюдь не теоремы, зачастую и не имЪюпия ни 
малфйшей связи, а опредЪленя постепенно вводимыхъ понят. 
Полагаю, что не послфдовательность будто бы однородныхъ, вы- 
текающихъ одна изъ другой, теоремъ, а различе существа по- 
нятй изолируеть ариеметику, алгебру, тригонометрю, дифферен-. 
щальное исчислене, интегральное, вар!алионное. Слдуя въ точ- 
ности принципу новаго систематизатора науки, какимъ заявилъ 
себя профессоръ, и лишь замфнивъ поняте о теорем понятемъ 
о математическомь положеши вообще, можно поставить черту | 
между опредфлешемъ умноженя дробей и правиломъ такото умно- 
женя, отнеся первое въ элементарный анализъ, а второе въ выс- 
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ний. На томь же основани можно правило дифференцирован!я 
суммы отнести къ элементарному анализу, а дифференцирован!е 
произведенмя къ высшему, и вообще работу ума, систематизирую- 
щато отдЪлы науки, замЪнить движешемъ перста, указующаго— 
отселева и доселева. 


[Насколько мы могли понять], говорить рецензентъ, [все дЪло 
въ томъ, что автору непремЪнно хочется включить въ элемен- 
тарную алгебру разложения функшй въ ряды: Не знаемъ, зачЪмъ 
это нужно, но спорить противъ этого не будемъ, это дЪло вкуса]. 
Итакъ, дЪло вкуса изложить, напр., теортю логариемовъ съ ука- 
занемъ способа вычисленя ихъ, или безъ этого указанмя. А то 
обстоятельство, что логариемы только и вводятся въ науку ради 
признанной полезности вычисленя ихъ, не идетъ, видно, къ дБлу. 
° Сьъ такимъ же правомъ можно, значитъ, и теорю эллиптическихъ 
_функщй излагать безъ указавя способа вычислешя ихъ. Хотя 
при этомъ теорйя потеряеть всею свою практическую цЪнность и 
<охранитъ лишь относительно малый теоретичесюй интересъ, но 
какое дЪзло до этого тому, кто руководится лишь евоимъ вкусомъ. 


[Но не можемъ согласиться], продолжаетъ г. К., [съ суждевями 
автора по этому поводу. ТруднЪйшая, по мн®н автора, задача 
есть на самомъ дзлЪ легчайшая, какъ извЪстно всЪмъ, знакомымъ 
съ дифференщальнымъ исчисленемъ]. Въ предислови моемъ я 
говорю о задач разложевшя, какъ труднфйшей для элементарнаго 
анализа. Относительно же дифференщальнаго исчисленя тамъ же 
въ предислов!и упоминаю, что оно рЪшаетъ эту задачу просто и 
строго, подразумЪ вая, конечно, что р%чь илетъ объ элементар- 
ныхъ функщяхъ, кь каковымъ только и можетъ относиться за- 
явлеше о простот$. Критикъ подтасовалъ мои слова, отнеся ихъ 
къ другой области. Но и при такой своеобразной манерЪ диспута, 
утверждене г. К. оказывается разсчитаннымъ, обратно его указа- 
ню, лишь на лицъ, не знакомыхъ съ дифференщальнымъ исчисле- 
немъ. На самомъ дЪлЪ, это исчислеше, разрЪшая легко задачи 
объ изыскани н$которыхъ общихъ свойствъ функщи, о раскрытш 
неопредЪленныхъ видовъ, о максимум и минимумЪ, въ то же 
время не способно разрЪшить съ достаточной практической 
общностью задачи о разложени въ ряды. ИзвЪетно, что даже для 
элементарныхь функщй, какъ арксинусъ или арктангенсъ, епособъ 
дифференщальнаго исчисленя оказывается сложнымъ, и потому 
разложеня этихъ функщй выводятся интегральнымьъ исчислешемъ. 


И, 


Одна изъ часто практикуемыхъ особенностей критики г. К. — 


заключается, какъ мы уже видЪли, въ томъ, что этоть рецензентъ. 
прибЪгаеть непосредственно кь совершенно ложнымъ утвержде- 
шямъ, наличность которыхъ трудно объяснить только недоразу- 
мфнемъ или непонимащемъ дфла. Продолжая говорить о прим$- 


няемомъ мною способЪ разложеня въ ряды, онъ заявляетъ: [Новая 


постановка вопроса о разложени всфхъ элементарныхъ функшй 
въ ряды есть на самомъ дЪфлЪ не что иное, какъ давнымъ давно 
извЪетный способъ разложеня показательной функщи въ рядъ, 


при чемъ она разсматриваетея, какъ предЪлъ степени, и затВмъ 


отдфленя четныхъ и нечетныхъ степеней перемЪннато]. Способъ 
отдфленя четныхъ и нечетныхъ степеней въ разложени показа- 


тельной функши разсматривается одинаково во возхъ курсахь. 


анализа. Но тамъ исходятъ изъ извЪфетныхЪ напередъ разложении 


показательной функц!и, синуса и косинуса и изъ нихъ выводятъ — 


формулу Эйлера, связывающую эти три функщи. Я же, во-пер- 
выхъ, вывожу не дифференщальнымъ исчислешемъ, а элементарно, 
формулу не Эйлера, а равносильную ей. оатЪмъ, совершенно 
обратно извЪетному пути, вывожу изъ этой формулы—разложеня 


функцй, такъ что смфшать подобныя противоположности, каза- — 
лось бы, совершенно немыслимо. | : 


Въ сл5дующемт, пункт рецензи, упрекая меня въ томъ, что 
ля, стремясь къ нововвеленямъ, не выполняю, якобы, [скромныхъ, 


но важныхъь требованй хорошаго изложеня], г. В. заявляетъ; 


[Достаточно сказать, что онЪ], т.-е. авторъ, [не опред$лилъ, какъ 


слЪдуетъ, понямя о тригонометрическихь величинахъ]. Между — 


тмъ, слБдящей за педагогической литературой публикЪ должно 


быть извЪетно, что именно я ввелъь еще въ старомъ евбемъ курев._ 
тригонометриг т$ термины и опредЪленя, которые теперь раепро-› 


страняютея и приняты даже въ офишальныхъ текетахъ программъ. 


Стремясь установить въ наукЪ, претендующей на точность мыели _ 
и языка, прежде всего сознательное различене различимыхъ фи-_ 


лософски основныхъ понятШ, я во вефхъ своихъ сочинентяхъ. 
изолирую- такя поняття, какъ величина, размЪръ, отношене, число, 


` 


количество, модуль. Именно въ тригонометри, необходимость та- 


кого изолировашя представляется ясной. Вообразимъ, для при- 


мфра, обыкновенный тригонометрическй чертежъ окружности ©ъ_ 


радлусомъ, напр., въ 10 линейныхъ единипъ и съ геометрическимъ _ 
синусомъ угла въ 2109. Величиною здЪеь является самая ливя_ 


синуса, въ которой ради цЪлей тригонометр!и мы разематриваемъ 


‘ 


иг 


7 


„ СТВОМЪ — 


два признака— длину и линейное направлене, хотя для другихъ 
цфлей могли бы разематривать друге признаки, напр., направлене 
на плоскости, направлене въ пространств и даже еще иные. 
РазмВръ величины есть длина лини, выражаемая въ принятыхъ 
единицахъ абсолютнымъ числомъ 5. Отношен!е разсматриваемой 
лини къ радтусу выражается съ ариеметической точки зря абео- 


1 р 
ЛЮТНЫМЪ ЧИСЛОМЪ 5, ВЪ алгебрЪ дЪйствительныхъ количествъ отри- 


1 . 
цательнымъ количествомЪъ ОТО ВЪ алгебрЪ мнимыхъ—количе- 
Й 
= и можеть быть выражено еще иначе и значительно сложнЪе. 


2 


ыы 1 1 
Математичесяй же синусъ есть только —5› а модуль его >. Част- 


ное поняте пельзя называть терминомъ общаго. Поэтому и ма- 
тематически синусъ не есть отношене, каковое, видимъ, можетъ 
быть совершенно инымъ. 

Не довольствуясь явно ложными утвержденмями въ крупныхъ 
пунктахъ критики, г. В. прибЗгаетъь къ подобному же пруему ук- 
р$плешя своей рецензи и въ мелочахъ. Такъ, изъ страницы 22-й 
выхватываются мои слова „обозначивъ по числу сторонъ много- 
угольника“.... и читателю заявляется: [Неизвфстно какого, ибс ни 
0 какомъ многоугольник не говорилось]. Между тЪмъ, весь па- 
раграфъ, содержалий упомянутыя слова, трактуетъ только о пра- 
вильныхъ многоугольникахъ, и объ этомъ за 15 строкь раньше, 
въ началВ параграфа, напередъ сказано. 

На стр. 91-й я, говоря о неравенствахъ бпа<Ся< Тех съ цфлью 
вывода извфетныхъ границъ синуса и косинуса малаго угла, имен- 
но, въ дальнЪйшемъ, угла въ одну минуту, говорю, что „дуга всякаго 
малаго остраго угла больше соотв тствующаго синуса и меньше 
соотвзтетвующаго тангенса“. По этому поводу критикъ внушаетъ 
читателю: [Оказывается, что только для малаго остраго угла дуга 
больше синуса и меньше тангенса]. Однако, слова „только“ въ мо- 
ей рЪчи не имЗется, и, значить, искажене смысла этой рЪчи под- 
тасовано ложно. 

Я уже упоминалъь о томъ, что профессоръ К. часто сокращаетъ 
свои авторитетныя возражевя до крайняго минимума ихъ формы, 
ограничиваясь выпиской указавй автора и уснащая ихъ поста- 
новкой восклицательныхъ и вопросительныхъ знаковъ. При всей 
краткости подобныхъ сужденй, они, однако, краснор%чиво гово-_ 
рятъ...... о соботвенномъ научномъ развити профессора. Налпр., 
въ рецензи написано: [По мн®ню автора, Декартовское правило. 


знаковъ состоить въ томъ, что, вводя въ вычислене геометриче- 
скую, зав$ломо отрицательную величину, нужно брать ее со вто- 
рымъ знакомъ минусъ (??!)] Критикъ, наставивъ по поводу выпи- 
саннаго имъ моего указамя рядъ знаковъ удивлевшя, даль мнЪ 
лишн случай констатировать фактъ, описаню котораго въ ието- 
ри математическаго образован!я могли бы безъ приводимаго оче- 
виднаго свидфтельства и не пов$рить. Нельзя не считать курь- 
езнымъ обстоятельствомъ, что не только г. К., вкупВ съ едино- 
мышленными членами Ученаго Комитета, а, какъ приходилось мнЪ 
убЪждаться, многе изъ нашихъ спещалистовъ малематиковъ по- 
нимаютъ Декартовское правило знаковъ въ томъ его, наивномъ, 
освЪщенш, какое вошло въ обиходъ нашей литературы съ легкой 
руки малосвЪлущаго, но многоизвфетнаго составителя популярныхъ 
учебниковъ. Они подъ такимъ назвашемъ подразум$ ваютъ услов1е 
Декарта о различени противоположныхъ длинъ знаками +: и —. 
То обстоятельство, что услове должно логически примыкать къ. 
области опред$ленй, а не правилъ, еще не разъясняетъ д$ла, 
потому что путаница въ философскихъ терминахъ встр%чаетея у 
всякихъ спещалистовъ сплошь и рядомъ, и съ ней считальея 
трудно. Но характерно то, что даже при опредЪленномъ и точ- 
номъ выражени правила и при отчетливомъ разъяснени на при- 
мзрахъ, оно до сихъ поръ вызываеть удивлеше критики. Поло- 
жимъ, для примБра, что разсматривается дуга &, оканчивающаяся 
во второй четверти, и обозначимъ абсолютные разм$ры тангенса, 
синуса и косинуса соотвЪтетвенно черезъ Т, би С. Изъ подобя 


Е ат 
треугольниковъ имфемъ ариеметическую пропорщю 5=а 6Ъ аб- 


солютными числами. Вводя же въ разсматриваемое вычислеше 
самыя тригонометрическя количества, изъ которыхь тангенеъ и 
косинусъ отрицательны, мы дфлаемъ замфну по формуламъ 7= 
— То, 5—5пи и С=— 03%, послф чего, прим нивъ еще правила 


знаковъ дБленвя и умноженшя, находимъ алгебраическую формулу 
Эпа 
Т5— „> бЪ положительными и отрицательными количествами.. 


ЗамЪна, выполненная зд%сь, именно и совершается по общему 
мнемоническому правилу, сплошь и рядомъ примфняемому, какъ 
въ тригонометри, такъ и въ аналитической геометр!и, устраняю- 
щему при его запоминани особыя для’ каждаго случая разсужде- 
ня о сравненм абсолютныхъ чиселъ съ количествами. 

[»Это не будетъ“], говорю я далфе въ книг%, и. ОИ 
отрицательности (?), а минусъ новый, Е (2), дБлающий. 


вотавляемое количество двояко отрицательнымъ, т.-е. по существу 
положительнымъ“]. Но даже и эта часть объясневя не понятна 
критику и его товарищамъ въ Комитет$, санкцонирующимъ тЪ же 
вопросительные знаки, какь и вообще всю рецензшю. Предпо- 
ложимъ, приходится объяснять, что количество а=-——8 отрица- 
тельно, и, условившись въ такомъ обозначени, разсмотримъ дру- 
гое количество —а, въ обозначени котораго передъ прежней бук- 
вой поставленъ знакъ —. Я говорю, именно, то, что это второе 
количество не будетъ, какъ первое, существенно отрицательнымъ, 
а его нужно считать только формально отрицательнымъ, затЬмъ, 
по совокупности двухъ знаковъ, ясныхъ изъ формы —(— 3), двояко 
отрицательнымъ и, наконецъ, по существу, какъ равное --3, по- 
ложительнымъ. ВЪдь, это указаше относится къ элементарнфйшему 
правилу двойныхъ знаковъ Коши, безъ примБнен1я котораго нельзя 
научно доказать даже простБйшихъ правилъ сложеня и вычитан1я 
одночленовъ и многочленовъ, не говоря уже о множеств$ другихъ 
теоремъ и правилъ алгебры и тригонометрии. Правда, распростра- 
ненные учебники объ этомъ правилЪ не говорятъ. Но казалось бы, 
не однимъ матер1аломъ этихъ учебниковъ долженъ измЗряться уро- 
вень пониманя дЪла. 


Курсь анализа профессора К. 


Изь предыдущато ясно, каковъ дЪйствительный авторитетъ офи- 
шальныхь руководителей нашего математическаго образования. 
Я могъ бы предыдущей главой закончить настоящую книгу, Но поз- 
волю себЪ сдфлаль еще небольшое дополнене. Разберу нЪсколько 
` элементарныхъ, понятныхъ многимъ читателямъ, деталей курса выс- 
шаго анализа, составленнаго и напечатаннаго профессоромъ К.. 

Нужно имЪть въ виду, что куреъ, составленный экзаминаторомъ 
по предмету, является для студентовъ обязательнымъ. Каковы бы 
ни были качества этого курса, его неизб$жно тщательно изучать 
и считаться съ нимъ въ экзаменашонныхъь отвЪтахъ. Каждый про- 
фессоръ, самовластный въ своей сферф, смотритъ на предметъ 
съ своей точки зрз ня. Въ особенности это касается лично ориги- 
нальныхъ измышленй, какъ говорится, —коньковъ. 


Введене вурса. 


Куреъ профессора К. начинается очень издалека, съ опредЗ- 
леня единицы, конкретной и отвлеченной. Затфмъ, на н$околь- 
кихъ страницахъ указываются, почему-то, несколько положеши изъ 


элементарной теор дЪйствй съ числами. ВеЪ эти положеня не им- 

ютъ никакого отношешя, ни вообще къ дальн®йшему, ни въ особен- 

ности къ анализу безконечномалыхъ. Оригинальнымъ въ этомъ из- 

ложени является уже отм$ченное выше утверждене о невозмож- 
ности вычитаня при равенствЪ уменьшаемаго и вычитаемаго.. 


Особая логика. 


Дальше изложено по Дедекинду учене о несоизмримомъ числ$. 
Эдфеь оригинальное мышлене высказывается также лишь въ од- 
номъ пунктЪ, въ изобрЪтени небывалаго логическато аргумента - 
доказательства. Говоря о расположени веЪхъ -ралональныхъ чи- 
сель въ два ряда такъ, что каждое ‘изъ чисель одного ряда мень- 
ше каждато изъ чиселъ другого ряда, професеоръ ’принимаетъ, 
согласно со всеми, что’ всякое ращюональное число должно зани- 
мать мЪето лишь въ одномъ изъ этихъ рядовъ, но объяеняеть 
это тёмъ, что разсматриваемое число [не можетъ быть больше или 
меньше самого себя]. Такимъ образомъ, вмфето ссылки, какъ 
должно бы быть, на однозначность всякаго числа, обсуждаются _ 
немыслимыя никфмъ неравенства. 


Постулать теорм мнимыхъ. 


Приступая къ теор мнимыхъ количествъ, г. В. заявляетъ: 
[Такъь какъ для вещественныхъ чиселъь справедливо равенство 


УАВ=УАу\В, то условились примфнять это равенство къ выра- 


жешямъ вида \/х, гдЪ я<о, хотя эти выраженя, взятыя сами по 
себЪ, и не им$ютъ реальнаго смысла]. Таково основное услове, ` 
или главный постулать теори мнимыхъ. Однако, онъ прямо про- 
тиворБчить обычному учению. Обыкновенно, вЪфдь, даже въ мало- 
грамотной рецептурной систем$ построеня теори мнимыхъ, рас- 
пространяя условно на эти количества вс правила алгебраиче- 
скихъ дЪйствШ, все же отовариваются, что правило перемножея 
корней, т.-е. Уд. У В=У АВ такому распространению не подлежитъ. 
А что указанный постулатъ соотвЪтетвуеть именно перемноженио 
корней, видно изъ того, что, вфдь, акстома о перестановкВ частей. 
равенства въ формулировкБ условя не отрицается, а о корняхъ 
говорится въ множественномъ, слЪдовательно, въ основномъ `елу- 
чаЪ, двойственномъ числЪ. Характерно еще то, что и въ высшемъ 
анализЪ, такъ же, какъ въ начальныхъ учебникахъ, теоря мни- 
мыхъ строится путемъ полюбовныхъ соглашенй, и самыя коли- 
чества аттестуются попрежнему, какъ не имфюпия реальнаго _ 
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смысла. значить, вся теорля функщИ мнимаго перемЪннаго, выте- 
кающая не изъ полюбовныхъ соглашений, а изъ реальныхъ свойствъ 
плоскости, и составляющая ядро современнаго высшаго анализа, 
нашему профессору неизвЪстна, или имъ авторитетно отрицается. 


Новая теор!я мнимыхъ. 


Самую теорю мнимыхъ количествъ г. В. излатаетъ совершенно 
новымъ способомъ. Онъ не хочеть разематривать это учеше подъ 
Гауссовымъ условемъ =-—1. По мн$ию профессора, теорля мни- 
мыхЪ заключается въ изыскаюи остатковъ отъ дзлешя выраженй 
на двучленъ 2*--1, каковой прежде вс считали абсолютнымъ ну- 
лемъ. Не объясняется, при этомъ, съ какой стати математикамъ 


можеть придти въ голову создавать теор!ю остатковъ отъ дЪлевя 
‚ на указанное выражене, а не на какое либо иное, напр., на #— 


—24*-5. Основашемъ новой теорйи, повидимому, служить распро- 
странеше на разсматриваемое дЪлеше того извЪетнаго положевшя, 
что нодстановка въ лфлимомъ (<) частнаго значеня 2=—а, уни- 
чтожая въ ‘равенств$ К2)=0(#--а)+Ё произведене частнаго @ 
на дВлителя 2--а, приводитъ къ опред$леню остатка В. Но, при до- 
казательствь этого положевшя, количество х необходимо считать 
перем$ннымъ, способнымъ принимать не только зназене 2==—а, 
но и друмя, уклоняющаяся отъ разематриваематго, при каковыхъ 
только и мыслимы, какъ самое дБлеве, такъ и исходная въ дока- 
зательствЪ связь между дЪлимымЪъ, д$лителемь, частнымъ и остат- 
комъ. Въ данномъ же случаЪ, количество $ есть абсолютное по- 
стоянное. Лено, значитъ, что развиваемая искусственной подта- 
совкой теоря не иметь подъ собой почвы, ни логической, ни 


_ математической. Если же принципъ, подтасованный подъ дЪйстви- 


тельные факты, не расходится съ таковыми, то это объясняется, 
вопреки взгляду, отмЗченному во введеши къ курсу, тёмъ, что 
нуль, какъ и всякое конечное число, подчиняется свойствамъ дЪй- 
ств, а никакъ не является указателемъ невозможности. Зам тимъ 
еще, что разематриваемая теорля приводитъ безъ всякой надоб- 
ности къ несообразно сложнымъ вычисленямъ. Напр., при доказа- 
тельствЪ$ того, что выражеше (а-Н®)" предетавляеть комплекоъ 
обычнаго вида, приходится не довольствоваться, по раскрыт! и ско- 
бокъ, отдвленемь четныхъь и нечетныхъ степеней %, а произво- 
дить дълеше многочлена и-ой степени на 1?--1, каковое дЪйстве, 
по сложности и недостаточной опред$ленности его, казалось бы, 


‚ нзть смысла производить. 


/ 
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Непрерывная величина. 


Покончивъ съ алгебраическими представлешями о количествахъ, 
г. В. переходить къ понятямъ анализа и устанавливаеть опредЪ- 
лее непрерывной „величины“. Онъ говоритъ, во-первыхъ: [Зна- 
ченями нзкоторой перемЁнной величины называются тз числа, 
которымъ можетъ равняться эта величина. Совокупность этихъ чи- 
селъ называется областью значен!й данной величины]. Нельзя не от- 
мфтить здЪсь грубой неточности математической рЪчи. Поняте о ве- 
личинз и числ оказываются уподобленными. Чиело можеть раз- 
няться величин, каковая, однако, неопредЗленна и можетъ ока- 
заться, напр., площадью, объемомъ, вЪсомъ и т. под.. Прим ненше 
къ такой р$Ъчи аксомы о равенств$ двухъ величинъ третьей приве- 
детъ къ заключеню, что площадь равна вЪсу и т. под.. 

Самое опредЗлеше непрерывной величины формулировано такъ: 
[Если область содержитъ всЪ числа, какъ соизмфримыя, такъ и 
несоизм$римыя, лежапуя между нфкоторыми числами а и 6, то эта 
перемЪнная называется непрерывною между аи 6]. Эта фор- 
мулировка свидЪтельствуетъ объ очень наивномъ пониман!и того, 
что въ анализ дЪйствительно подразум$ вается подъ назвашемъ 
непрерывности. Сказанное опредфлеше вполнЪ опровергаетея на- 
гляднымъ и характернымъ примфромъ. Разсмотримъ величину (—а)*,. 
въ выражен!и которой а обозначаетъ постоянное, не равное еди- 
ницф, положительное число, волЗдетве чего —а существенно от- 
рицательно, а 2 обозначаетъь положительное или отрицательное 
количество, измёняющееся въ границахъ отъ —с2 до 4+ со. Несо- 
мнфнно, что разсматриваемое выражене можеть принимать любое 
количественное значене. Если требуется, чтобы такимъ значешемъ 
было произвольное положительное число А, то, введя подстановку 
Х==22 и выполнивъ преобразоваше (—а)*=[(—а)]*=(а*у, приво- 
димъ вопросъ къ уравненю (а“)*=А, а такъ какъ всякое поло- 
жительное число при положительномъ же, не равномъ единиц$, 
основанш имЪетъ соотв тетвуюцщий ему дЪйствительный логариемъ, 
то удовлетворить составленному уравненю выборомъ 2 веегда 
возможно. Аналогично этому, спрашивая себя, им5еть ли (—а} 
произвольное отрицательное значене —6Б, вводимъ подстановку 
д—=22-+1 и, выполнивъ преобразоване (—а)*+==(—а)*.—а== 


—(а?)*.а, приходимъ, отбрасывая минусы, кь уравненю (+В, 
с . р { , р у , Ур 7 Я 





въ которомъ логариемъ, равный 2, оказывается также, вполнЪ воз- 
можнымъ и доступнымъ отысканю. Выходить, по опредЪленю про- 
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фессора, что величина (—а) непрерывна въ границахъ оть — сэ 
до {-со. Между тЪмъ, въ дЪйствительномъ, грамотномъ, анали- 
3$, необходимо считать эту же величину совершенно прерывной. 
Въ самомъ дЪл$, вообразимъ сначала, какое-нибудь соизмЪримое зна- 


. . 14 
чене 2 въ видЪ отношеня цфлыхъ чиселъ - и замЪтимъ, что, смо- 


тря ио четности или нечетноети чисель и и 5, это отношенше мо- 
м имЪть формы ы йе :. с, А ‚ Тогда, принявъ равен- 
ство разсматриваемаго выражешя корню У(—а)* и припомнивъ, 
что —& существенно отрицательно, мы найдемъ, что при и чет- 
номь и © нечетномъ корень положителенъ, при м и © четныхъ 
двузначенъ, при м и © нечетныхъ отрицателенъ, при и нечетномъ 
и © четномъ мнимъ. ТЪмъ болБе, при безконечно разнообразныхъ 
значешяхъ 4 окажется, что (—а) обладаеть свойствомъ безко- 
нечно сложной прерывности, соотвЪтствуя на чертежЪ масеЪ то- 
‚ чекъ, расположенныхъ отдЪльно одна отъ другой. 








Новое поняте о предЪлф. 


Подходя къ установлен поняття о предл, г. К. объясняетъ: 
[Шуеть будеть д нВкоторая перемфнная величина, которая можетъ 
принимать безчисленное множество значенй. Расположимъ всЪ 
эти значешя въ рядъ по нфкоторому закону и изобразимъ ихъ 
(въ этомъ порядкВ) символами #1, 25, 23,...., Жи,....|. Сообразно та- 
кому указанию, сл$дуетъ, при разсматривани, напр, изм$ненш 
синуса въ первомъ квадрантЪ круга, составить веЪ значевя си- 
нуса, каждое отдфльно, собрать ихъ въ общую группу, перетасо- 
вать произвольное число разъ и затЪмъ, выбирая наудачу, расио- 
ложить всЪ значешя въ рядъ, слЪва направо, изображая ихъ сим- 
волами. Именно такую манипуляцю нужно произвести съ кажлой 
‚ перемВнной величиной, чтобы примЗнить даваемое профессоромъ 
опредЪлеше понят!я о предЪлЪ. 

Въ самомъ дфлЪ, дальше говорится: [Мы будемъ себЪ пред- 
ставлять, что перемвнная х послФдовательно принимаетъ всЪ зна- 
чешя въ этомъ ряду, слЪва направо]. Если [существуетъь такое 
постоянное число А, что абсолютная величина разности А—#» 
дЪлается и остается сколь угодно малой при достаточно большихъ 
значеншяхъ для *]....., [то говорятъ, что чиело А есть предЪлъ пере- 
мфнной х.] Но, съ одной стороны, даже въ простЪйшемъ, выше- 
упомянутомъ процеееВ измзненя синуса, нельзя найти подходя- 
щаго къ указаннымъь требовашямъ числа А. Именно, хотя, поелЬ 
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перетасовки значенй синуса, эти значешя и расположатся въ нЁ- 
которомъ опредфлившемея уже порядкЪ, но, взявъ за А, хотя бы, 
любое изъ чиселъ оть 0 до 1, мы увидимъ, что разноеть Ар— я». 
будеть измфняться скачками, то увеличиваясь, то уменьшаясь, и 
такъ, что услфдить за ея состояниями не представится никакой 
возможности. Съ другой стороны, процессъь изм$нешя долженъ' 
окончиться, когда перемфнная х дойдетъ до’ значення, выбранналто’ 
изъ всей’ группы посл$днимъ. Тогда, и по здравому смыелу, и 
въ строго филологическомъь смыелЪ слова, настанеть предёлъ 
всему, да и сама разность АЬ—х„, если принять посл$днее значе- 
ше за А, обратится сполна въ нуль, а потому окажется, обратно 
прежде доказанному, что предЪлъ не только существуеть, но что. 
таковымъ можеть быть любое значеше перем нной, ставшее вЪ ряду 
послЬднимъ. $ 
Устранене важнфйшаго понят!я анализа. 

Очевидная нелфаость разобранныхъ только что двухъ и. 
ленй, —непрерывной величины и предЪла, обусловливается т5мъ, что 
г. №. въ своемъ курсЪ влолнЪ устранилъ важнфйшее поняте ана- 
лиза, поняте о процессВ изм$неня. Свойство непрерывности онъ 
относить къ самому объекту величины, а не къ процессу ея из- 
мфненя. Въ опредЪлеви предЪла, хотя и затрогиваетея идея из-. 
мЪненя, но самое поняте предфла также прГурочивается значению 
величины, и непрерывность таковой представляетея въ прежнемъ 
смыслЪ. Благодаря этому, нер$дкое у спещалистовъ семфшене по- 
няйй о процесеЪ и объект приводитъ къ 060бо крупнымъ послЗд- 
ствямъ. ОтмЪчу, что въ реценаяхъ лвухь моихъ книгъ, г. В.. 
заявлялъ голословно, безъ малЪйшаго указания, что даваемое мною 
тамъ опредфлене непрерывнаго изм$неня нев$рно. Я съ своей 


стороны, допуская съ достаточной вфроятностью, что мой кри- — 


тикь знаетъ только опредфлеше, указанное въ нфкоторыхъ кур- 
сахъ анализа и дЪйствительно невЪрное, предложилъь ему выска- 
заться по этому поводу опредфленно, заявивъ напередъ, что опро- ^ 
вержене его указашя не составить для меня большого труда. | 
Упомянутое разноглаее своеобразно обойдено въ новомъ куреф. 
На веемъ протяжени ‘изданнаго большого тома, опред$лене непре-_ 
рывнаго изм неня нигдЪ не встрЪчаетея, несмотря на общепонят- 
ную, неизофжную надобность въ немъ. 

Возвращаясь къ общему поняю.о процесеЪ изм ненй, оттВню 
существеннымъ примзромъ его значеше. ИзвЪетно, что НьютонъЪ и 


его послВдователи опредфляли предфль, какъ послфднее значеше — 
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перем нной величины, принимая, значитъ, что перемфнная совна- 
даетъ, въ концЪ измненй, со своимъ предЪломъ. Съ другой ето- 
роны, французсые академики новЪйшаго времени, какъ Бертранъ и 
друме, находя такое опредБлеше неправильнымъ, утверждали, что 
перемВнная лишь безгранично приближается къ предЪлу, никогда, 
однакоже, его не достигая. Не можетъ быть сомнфя въ томъ, 
что представители обоихъ мнЪЙ одинаково впалали въ ошибку 
односторонности суждешя, потому что истинное заключеше по 
вопросу зависить оть того, какой процессъ изм$невшя разематри- 
вается. Напр., когда воображаемъ улваиване числа сторонъ пра- 
вильнаго многоугольника, то, им$я дЪло съ безконечно разложи- 
мымъ, но геометрически однороднымъ процессомъ измфнешя, мы 
ясно представляемъ себЪ его отд$льные моменты, пока периметръ 
остается прямолинейнымъ, но не можемъ допустить непоередотвен- 
наго обращен!я такого периметра въ соотвЪтетвующую окружность, 
‚ и потому довольствуемея доказательствомъ того, что разность 
между длинами окружности и периметра можетъ быть сдфлана 
произвольно малой. Въ другомь же примфрЪ измфненй, напр., 
воображая кругъ и въ немъ сВкущую, которая, двигаясь парал- 
лельно начальному положено, непрерывно приближается къ цен- 
тру и, по заключительному условю, дополняющему представзене 
процесса изм$неня, останавливается въ моменть прохождешя че- 
резъ центръ, мы, конечно, должны принять, что внутренняя часть. 
_сЪкущей достигаеть своего предъла-—лмаметра, такъ какъ иначе 
нельзя допустить продолженя условно остановленнаго движешя. 


Игнорироване основного постулата анализа. 


Таковымъ сл5дуетъ признать положене: если двЪ перемфнныя 
величины равны между собой во вс моменты процесса изм нения, 
то равны и ихъ предБлы. Принцишальное значеше этого положе- 
шя, которое я называю постулатомъ, потому что оно въ извЪет- 
ной, но широкой степени, условно, не было до сихъ поръ доста- 
точно оцфнено, а это приводило и къ неясноетямъ, и къ прямымъ 
ошибкамъ. На упомянутое положене нужно смотрЪть, какъ на 
особый уголь зр$ёвшя, подъ которымъ мы видимъ и принимаемъ 
условно всЪ истины современнаго анализа перемЁнныхъ. Въ пи- 
-рокомъ смысл слова, весь наличный анализъ перемфнныхъ есть 
лишь учене о случаяхъь примЪнимости указаннаго постулата. 
Г. К., не упоминая совоЁмъ объ этомъ положенши и, конечно, не 
понимая его значення, практикуетъь въ своемъ куре$ разсуждения, 
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способныя во множеств случаевъ приводить къ яснымъ ошибкамъ. 
ПримЗромъ ошибки, ветр5чающейся, между прочимъ, и въ другихъ 
новЪйшихъ курсахъ анализа, является слБдующее заключеше: Подроб- 
но анализируя въ своихъ цфляхъ рядъ 2--2(1-—2)-Е2(1-—ж)-Р...., 
представляющий кратную прогресею съ знаменателемъ 1—2, гл 
0<#<1, професеоръ утверждаетъ, по вн-шнему виду ряда, что 
при 2—0 сумма его есть 0. Вообще же онъ признаетъ, что эта 


д 
сумма, какъ имЗюшая при всякомъ 0<х<1 форму _› Постоянно 


равна единицЪ. Такимъ образомъ, свойство, присущее лишь суммВ 
конечнаго числа слатаемыхъ, распространяется ошибочно на 0ез-. 
конечный рядъ, и, благодаря этому, получается выводъ, противо- 
рфчаний принципу, на которомъ строится весь анализъ. Сл$лдо- 
вало бы замфтить хотя то, что по вывод% х общимъ множителемъ, 
каковое преобразоваше при сходимости ряда можеть считаться 
обоснованнымъ, получается для разсматриваемаго ряда форма 
2 [1-+(1—2)--(1-—2- ...], принимающая при 2==0 неопредвлен- 
ный видъ 0.с<, а этотъ послЗдн, какъ изв$етно, требуетъ вни- 
мательнаго къ разбору его отношеня. Не. 

Въ параллель предыдущему разсужденю, приведу прим$ръ опре- 
дфлешя интегральнымъ исчислешемъ площади прямоугольнаго тре-_ 
угольника, ограниченнаго прямой у= и координатами, равными 
а. ДЪлимъ горизонтальный катетъ а, служапий основашемъ тре- 
угольника, на я равныхъ частей, проводимъ черезъ точки дфлен!я 
вертикали до пересБченя съ гипотенузой у=х и строимъ входя-. 
пе въ треугольникъ узке прямоугольники, основанями которыхъ 
служать равныя между с0бою части горизонтальнаго калета, & 
высотами послдовательныя вертикали. Если для краткоети при- 


мемъ = — х, то равныя между собою основавшя прямоугольни- 


ковъ выразятея каждое черезъь и, а высоты будуть послздова- 
тельно а, 9х, За,..., (и—Т)уа. Перемножая основаня на высоты 
и Суммируя получаемыя площади прямоугольниковъ, получимъ. 
выраженше 2-22-33? ....--(и- 1)52?, предЗлъ котораго веть 
площадь треугольника. Этотъ предЪлъ легко отыскиваетея, послВ 
вывода &” общимъ множителемъ и суммированя получаемой въ 
скобкахъ разностной прогресеш, но, полагая затЗмъ въ точности 
„—0, мы все же, довЪряя постулату, признаемъ, что и при такомъ 
значеши © сумма я-а я---... равна не нулю, а конечному а. 
Придерживаясь того ошибочнаго пути мышленя, которое укло- 
няется отъ постулата, мы не могли бы вовсе раскрывать значешя 


рн 


‘неопредВленныхь видовъ. Нельзя было бы также строить понят!е 
объ интеграл, какъ о пред$лВ суммы. 


ОпредБлене производной. 


Въ дифференщальномъ исчислени, какъ изв$отно, производной 
всегда называютъ функшю, составляемую по данной начальной 
функщи посредетвомъ раскрытая пред$льнаго отношеня приражще- 
шя данной функщи къ приращен аргумента. Въ геометриче- 
скомъ смысл, производная отъ ординаты кривой предетавляетъ 
общее выражене тангенса угла, подъ которымъ касательная въ про- 
извольной точкЪ кривой пересЪкаеть ось абециееъ. Въ про- 
‘цесев составленя предЪльнаго отношеня, значеше аргумента не 
играеть никакой роли, оставаясь всегда неопрелБленнымъ и под- 
чиняясь лишь тому ограничен, что оно должно заключаться въ 
тграницахъ, между которыми данная функшя существуетъ и изм$- 
няется непрерывно. Перем$нными въ этомъ процесс являются 
только приращев1я аргумента и функщи. Г. В., въ своемъ ана- 
лизз, совершенно запутываетъ далке это элементарнЪйшее поняте 
дифференщальнаго исчислевя. О требуемой, по существу вопроса, 
непрерывности данной функши онъ не упоминаеть ни однимъ 
словомъ, а говоритъ о непрерывности аргумента х, понимая это 
свойство въ вышеразобранномъ `смыслЪ, т.-е. что этоть аргументъ 
можетъ имфть всЪ значеня внутри извЪетныхъ границъ. Состазв- 
ленше производной пр!урочиваетея. не къ произвольному, остаю- 
щемуся неопредЗленнымъ, значеню 5, а къ значеню данному, 
опредзленному. Такъ и говорится-—производная для даннаго зна- 
чения 2. [Если], объясняетъ профессоръ, [предЪль отношеня при- 
ращеня функци къ приращентю 1 перемЪннаго зависить отъ 
того закона, по которому убываетъ Л (напр., будетъ одинъ для 
1>>0 и другой для 1< 0), то говорятъ, что для разбираемато 
значеншя х функщя не имЪетъ производной]. На самомъ дЪлф, 
свЪдупие математики не говорятъ ничего подобнаго, такъ какъ 
сказанное означало бы, что, въ такъ называемыхъ, угловыхъ точ- 
кахъ кривыхъ нЪтъ никакой касательной, тогда какъ въ дЪйстви- 
тельности ихь имфетсея по двЪ, вполнЪ опредЪленныхъ. 

Посл установлешя 06060 изобрЪтеннаго, такъ. сказать,—пер- 
вичнаго опредЪлен!я производной, идеть обобщен этого’ опредз- 
леня, нзеколько приближающее самое понят!е къ тому, которое 
разсматривается обычно. Но при этомъ проявляется опять совер- 
шенно исключительная оригинальность мышленя. [Совокупность 
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значенй производной данной функши для веЪхъ значенй аргу-’ 
мента х оть а до 6 образуеть собою новую функцию отъ 2, на- 
зываемую производной оть данной функц]. Мимоходомъ, значить, 
устанавливается, хотя и запоздалымъ актомъ, новое воззрзше на 
самое поняте о функшш, воззр$н1е—соглаеное съ прежде разви- 
тымъ понятемъ о непрерывной величинЪ. По крайней. мЗръ, тъ 
функции, которыя могутъ считаться производными отъ нфкоторыхъ 
данныхъ функц, должны быть опредфляемы, какъ совокупности 
всЪхь принимаемыхъ ими безконечно разнообразныхъь значений. 
Это, съ одной стороны, чрезвычайно расширяетъ вздернутое по- 
` летомъ мыели прежнее поняте, потому что представлене безко- 
нечно сложнаго комплекса, разумЪетея, шире представленя въ 
калждомъ отдЪльномъ случа только единой функцш. Но, съ лру- 
гой стороны, это приводить и къ упрощающему дфло объедине- 
ню, позволяя не различать мномя функщи, потому, напр., что 
всякое количество въ границахъ оть — со до + со можеть быть 
съ одинаковымъ правомъ принято и за кубъ аргумента, и за ло- — 
гариемъ его, и за тангенсъ, и т. под.. 


Основная теорема новаго анализа. 


ВелЪдъ за утверждешемъ опредЪленя производной, г. В. фор- 
мулируетъ теорему, которую дальше принимаетъ за основную для. 
вывода везхъ другихъь главныхъ, во всемъ учеши о функщяхъ: 
[Отм5тимъ слБдующую весьма важную теорему: если функщя для 
какого-нибудь значешя аргумента существуетъь и имфетъ конеч- 
ную производную, то эта функщя непрерывна для этого значеня 
аргумента]. Такъ это и въ самомъ дЪлф кажется, при наивномъ 
предетавлени о функщи и ея связи съ производной. На самомъ 
дл, указанная теорема, въ примЗнеши къ н$которымъ, даже | 
элементарнымъ, функщямъ, оказывается совершенно ложной. Возь- 
мемъ общеизвЪетную, опредЪленную однозначно, функцию атссбох.. 
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Производная ея есть Е При 2==0 производная получаетъь 
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конечное значене —1, одинаковое для приближешя аргумента 
къ нулю со стороны, какъ положительныхъ, такъ и отрицательныхъ . 
его значенй. По ‘указанной теоремЪ, функщшя должна считаться 
непрерывной при х=0. На самомъ дЪлЪ, при этомъ значени 
аргумента, функшя обнаруживаетъь прерывъ, переходя со зна- 


2 
отвфтствуеть разорванная на двЪ части кривая, которой правая _ 


жа ИЗ п Ъ > , . Е 
чешя — = непосредственно т На чертеж, этой функщи ео- 
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г 
верхняя часть начинается отъ оси орлинатъ на высот ет И 


опускается асимптотически къ оси абециссъ, а лЪвая нижняя на- 
чинается асимптотически подъ осью абецисеъ и, удаляясь отъ нея 


— 


книзу, доходить до той же оси ординатъ, но на разстояни о 


отъ начала. | : 

На раземотр$нной теорем г. В. строить всю главную сущ- 
ность аналитическаго учешя о функщяхъ, теоремы Ролля, Ла- 
гранжа и, значить, также всЪ слЪдетвя. утверждая постоянно; что 
все это ученше распространяется на функщи, которыя обязаны 
для этого только существовать и имЪть конечную производную. 
РазумЪется, все это въ примЪнени къ примфрамъ, подобнымъ 
указанному, оказывается опять-таки ложнымъ. Напр., аналитиче- 
ская функщя, правильно характеризованная, при переходЪ отъ 
значешя а въ другое 6, въ нормальномъ процесс изм$ненйя аргу- 
мента, проходить черезъ всЪ промежуточныя, т.-е. алгебраическая 
средшя, значення. Въ приведенномъ же примЪрЪ, замЪтивъ, что . 


Е г п 
ат6с{о —1)=— а атс (--1)=-Е р мы видимъ, что при алге- 


браическомъ возрастания аргумента х оть —1 до | 1, функшя у 
не. проходить ни черезь одно значене внутри промежутка 


: ИЗ у 69 5 
ау д’ а идеть исключительно по внЪшнимъ значенямъ 
п п п И 
и т. 
Существоване производной. 


_ Желая, вЗроятно, шеголять строгостью своего изложения, г. В. 
на каждомъ шагу, упоминая о производной, немедленно оговари- 
вается,—[если она существуетъ], и, такимъ образомъ, эта, полу- 
чившая недавно значене, оговорка вдалбливаетея въ головы сту- 
дентовъ-— если не сотни, то, по крайней мЪрЪ, мноме десятки 
разъ. Профессоръ, видимо, не уясниль себф, что отмЪченное 
уклонене отъ обычнаго свойства функшй проявляется лишь тъми 
изъ нихъ, которыя спещально напоказъ выдуманы любителями 
малемалическихь курьезовъ, и то, за исключешемь крайне р®лд- 
кихь и натянутыхъ представлешй, лишь при исключительныхъ 
значеншяхъ аргумента. Ни одна изъ безконечно разнообразныхъ 
функций, разсматриваемыхъ въ анализ ради ихъ реальной на- 
добности, не даеть повода даже упоминать о такой особенности. 
Поэтому, признавая законнымъ упоминане объ исключительности, 
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напр., при установлеми понятя о производной и еще, пожалуй, 
одинъ,: два раза въ подходящихъ случаяхъ, нельзя не считать 
безпрерывное долблеше олного и того же совершенно лишнимъ и. 
неум$етнымъ пустослов!емъ. 


Однозначность аналитическихъ функщи. 


Въ характерную параллель только что указанной неумЪетной 
заботливости о. существовани производной, приходится отмЪтить, 
что г. В. совефмъ не заботится о соблюденш н$которыхъ оснозв- 
ныхьъ требованй анализа. Необходимую оговорку объ однознамч- 
ности подвергаемой изелБдованю функци онъ не дБлаеть ни. 
одного раза при веЪхъ хдоказательствахъ важнЪфйшихъ теоремъ. 
анализа. Эту оговорку я посл значительныхъ усилй нашелъ лишь 
при опредЪлени понят о предЪлВ и производной. Но, если мы 
припомнимъ, что въ послБднемъ случаЪ двузначную производную 
въ угловой точк$ кривой нашъ профессоръ не только не усматри- 
ваетъ, но и признаеть таковую несуществующей, и замЪтимъ еще, 
что при отыскани производныхъ многозначность функши не при- 
вотитъ ни къ какимъ недоразумВ нямъ, такъ какъ различныя зна- 
чемя функщи дифференцируются отдЪльно, то, пожалуй, не отри- 
немъ гипотезы, что и указанныя рфдая и не на подлежащихъ 
мфотахъ сдланныя замЪтки объ однозначности высказаны на- 
обумъ, безъ сознательной оцфнки того, что сказано. Во веякомъ 
случа, отмзтки надлежащаго требованя въ такихъ не подходя- 
щихъ м$етахъ нисколько не гарантируютъ отъ недоумЪнШ въ при- 
мЪнешяхъ теоремъ анализа. Здесь, изучающие разематриваемый 
курсь могутъ оказаться въ полномъ заблуждени. Вообразимъ, 
напр., кривую лемнискату, имфющую на обычномъ чертежь форму 
горизонтально положенной восьмерки. ПересЪчемъ оба овала ея. 
осью абециссъ глЪ-либо ниже общей точки вЪтвей и обозначимъ 
внутрення перес$ченя осью абецисеъ черезь А и В, а общую 
точку взтвей черезъь С. Ордината этой кривой вездЪ вепрерывна. 
Т$мь не менфе кривая на всемъ протяжени ея оть А къ Си 
зафмъ по кратчайшему пути къ В не подчиняется вовее теорем% 
Ролля и въ частности Латранжевой, такъ какъ н$тъ касательной, 
параллельной оси абециесъ, и н5ть ни одной касательной, па-. 
раллельной какой-либо изъ хордъ, проводимыхъ елЪва отъ точки 
С и направо отъ посл$лней. 
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